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1. fejezet - Bevezetés

Az algoritmikus szemlélet kialakuldsdra nagy hatdssal volt az 1900-ban Parizsban rendezett elsd
matematikai vildgkongresszus, ahol is tobbek kozott elhangzott David Hilbert hires el6addsa, melynek
hatdsdra tag teret kapott az absztrakt gondolkoddsméd széleskor( alkalmazésa.

Hilbert még ugy vélte, hogy létezik olyan univerzdlis mddszer, melynek segitségével minden
matematikai kérdés igaz vagy hamis volta eldonthetd.

A modern elméleti szdmitdstudomény egyik fontos fogalma a formadlis rendszer, melynek bevezetése
Axel Thue (ejtsd: tyué) nevéhez fiizédik, aki az 1910-es évek elején kezdte tanulmdnyozni az
adatsorozatokkal megadott utasitdsok tulajdonsdgainak vizsgalatat.

A fejlédésnek e téren is Ujabb 1okést adtak a fiatal Kurt Godel felfedezései, aki a 20-as, illetve 30-
as években kimutatta, hogy 1étezik olyan precizen megfogalmazhat6 matematikai allitds, melynek
sem igaz, sem hamis volta nem bizonyithatd. Ez a korszakalkot6 felfedezés alapjaiban rengette meg
a matematikdt. Ezutdn mdar senki sem lehetett biztos abban, hogy egy tetszdlegesen kivalasztott
matematikai allitds igaz vagy hamis voltdnak eldontése lehetséges. Erre csattanés példa volt az
ugyancsak ifjui Jurij V. Matijaszevics esete, aki a 70-es évek elején kimutatta Hilbert mar emlitett hires
el6adasaban szerepld egyik kérdésrdl, hogy eldonthetetlen. (Hilbert 10. problémadja.)

A 30-as évek masodik felében egy madsik fiatal 6rids, Alan Turing (ejtsd: tyuring) vizsgélataival
parhuzamosan, Alonzo Church (ejtsd: csorcs) kapott hasonlé médon meglepd eredményt.
Nevezetesen, hogy nem létezik univerzalis feladatmegold6 mdédszer.

A gépies bizonyitdsok vizsgalata elvezetett az automatdk matematikai elméletének 50-es évekre
kialakult megalapozasdhoz, az idegen szovegek gépi forditdsdnak vizsgélata pedig ugyancsak az 50-
es években a formadlis rendszerek egy fontos tipusa, a formalis nyelvek matematikai elméletének
kezdeteihez. Ezen a teriileten Noam Chomsky (ejtsd: csomszki) alapvet6 felfedezései jelentettek nagy
1épéseket.

Végiil, de nem utolsésorban meg kell emliteniink, hogy az automatdk matematikai elméletének
megalapozdsdban nagy szerepet jtszott a palyafutdsanak nagy részét az Egyesiilt Allamokban to1t6
magyar szdirmazdsu nagy tudés, Neumann Janos, aki John von Neumann néven szerte a vildgon mint a
szamitdstudomény atyja ismeretes. 1960-ban bekdvetkezett korai haldla sajnos megakadélyozta abban,
hogy az e téren (is) végzett Uttdord kutatdsait teljeskorlien megalapozza.

Mir Neumann Jé4nos is latta, hogy a bonyolultsdg és az azzal kapcsolatos kérdések nagy szerepet
fognak jatszani a szdmitdstudomdnyban. Valdban, a szamitégépek 60-as évektSl bekovetkezett
széleskord elterjedésével mind az elméleti, mind pedig a gyakorlati szakemberek azt tapasztaltak,
hogy bizonyos kérdéseket még a legmodernebb szdmitdstechnikai eszkozok felhaszndldsdval sem
képesek kezelni. Ezek a problémdk nemcsak elméleti, hanem nagyon fontos gyakorlati feladatokkal
kapcsolatban is felléptek. Hamarosan kidertilt, hogy ez a gond nem fog megoldédni a szamit6gépek
rohamos fejlédésével sem, mivel valésziniileg elvi akaddlyokrdl van sz6. A kérdéses feladatok tul
bonyolultnak latszanak ahhoz hogy kezelni tudjuk 6ket. A 70-es évek elején ezen kérdések kezelésére
Stephen A. Cook (ejtsd: kuk), Richard M. Karp és Leonid A. Levin egy Uj elmélet megalapozasat
kezdeményezték. Megsziiletett az algoritmusok bonyolultsdgelmélete. Az eltelt tobb mint 30 év alatt
azonban sajnos ez az elmélet nem adott vélaszt a feltett legéget6bb kérdésekre. Ezek koziil is a
legfontosabb, az igynevezett P = NP? probléma, melynek megolddsa vilaszt adna arra a nagyon fontos
kérdésre, hogy egyes, a gyakorlatban is Iépten-nyomon felmeriils feladatokhoz létezik-e hatékony
megoldé algoritmus. Ez a tobb mint 30 éves nagy kérdés valdszinlileg még sokdig megoldatlan marad.

A bonyolultsdgelmélet ltal felvetett problémak a 80-as évek kozepére-végére elvezettek egy uj teriilet,
az ugynevezett kooperativ rendszerek megsziiletéséhez. Kezdetben csak arrdl volt szd, hogy olyan
szamitastechnikai eszk6zok sziilettek, melyek egyes feladatok egyidejli, pairhuzamos végrehajtisara
voltak képesek. Ma mar a kooperativ rendszerek széleskortien elterjedtek és mind elméleti, mind pedig
gyakorlati szempontbdl egyre nagyobb teret kapnak olyan berendezések és moédszerek, amik eddig
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nem, vagy csak csekély mértékben voltak hasznélatosak. Taldn ezen az tton haladva fogunk eredményt
elérni a még mindig megkozelithetetlennek 14tsz6 problémdk kezelésében.

A formdlis nyelvek és automatdk elmélete kivaloé eszkoznek bizonyult ezen kérdések absztrakt
szintli vizsgélatdban. Jelen jegyzet célja ezen elmélet legalapvetébb kérdéseinek megismertetése.
Az ismertetett médszerek ma mar 1épten-nyomon hasznédlatosak nemcsak elméleti problémak
vizsgélatdban, hanem egyes gyakorlati szamitastechnikai feladatok megolddsdban is. A formalis
nyelvek és automatdk elmélete nemcsak olyan kézenfekvs teriileteken nyert alkalmazist,
mint a szdmitégépes nyelvészet, illetve a forditéprogramok teriilete, hanem ezen keresztiil a
programozasi nyelvek, operdcids rendszerek témakorében is. Példdul a sztringalgoritmusokon
keresztiil keresdalgoritmusokban, bioinformatikdban, mintaillesztésben, adatbanydszatban stb. is
alkalmazzdk. A bioldgiailag motivalt szdmitdsok, a DNS és membrin szdmitdsok formalis
modelljei szintén erésen kotddnek a formélis nyelvek és automatdk klasszikus elméletéhez. A
képfeldolgozasban, adatsiritésben, rendszermodellezésben szintén felhasznalhatjuk az itt tanultakat.
Helyenként nagy figyelmet forditunk annak igazoldsdra is, hogy bizonyos struktirdk és médszerek
nem léteznek, illetve nem lehetségesek. Ez a faradtsdg a gyakorlati szdmitastechnikai szakember
szamara feleslegesnek tiinik. Jelen jegyzet szerzdi, akik egyike tobb mint masfél évtizedig gyakorlati
szamitdstechnikai szakemberként dolgozott, masképp gondoljdk. Ha ismerjik a leggyakoribb
szamitdstechnikai zsdkutcdkat, akkor konnyebben ki tudjuk keriilni azokat. Ha nem, akkor gy
jarhatunk mint ahogy a jegyzet nevezett szerzdje is jart nem egy esetben: esetleg olyat prébalunk
keresni, amir6l mar kideriilt, hogy nincs.

Jelen jegyzet elméleti fejezeteit Domosi Pal (pl. Automataelmélet) és Nagy Benedek (pl. Linedris
nyelvek, Kornyezetfiiggd nyelvek, Nyelvtanrendszerek) irtdk (a tobbi fejezetet egyiittesen). A
feladatok dont6 tobbségét és az animdacidkat Falucskai Janos, Horviath Géza és Mecsei Zoltan
készitették.

A feladatok, példédk és definicidk végét a % jellel jeloljiik. A bizonyitdsok végét pedig B-el zarjuk.

A jegyzet egyes f6bb fejezeteinek felépitése a kovetkezd 6sszefoglald segitségével is kovethetd:
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2. fejezet - Formalis nyelvek

2.1. Abécé, szo, formalis nyelv, szabad
monoid, szabad félcsoport

Szimbdlumok tetszéleges nemiires, véges halmazat dbécének nevezziik, és V-vel jeloljik. A V elemeit
az 4dbécé betiiinek mondjuk.

Jelolje V* (ejtsd: véplusz) a V-beli betlikbdl felithaté p=aja,...ax (ai,...,ax € V) alaki véges
hossziisdgu sorozatok, az ugynevezett V feletti nem iires szavak halmazat. Egy p sz6 hosszat | p | -
al (ejtsd p hossza) jeloljiik és rajta a p-beli betlik szdmat értjiik (esetleges tobbszori el6forduldssal
egyiitt). fgy ha p=aia,...a; (ay,...,ar € V), akkorlp|=k.

2.1. példa - Sz6 hossza

Legyen a V dbécé két betiije a és b. Ekkor bab € V* és | bab | = 3 (és nem 2, mert a b betii kétszer is
el6fordul, és a tobbszori el6fordulast figyelembe kell venni.) %

Szokds beszélni az ugynevezett iiresszordl is, ami egy matematikai absztrakcid, ugyanis olyan
sz6t jelent, melynek egyetlen betiije sincs, vagyis az egyetlen betiit sem tartalmazé betiisorozatot.
Specidlisan, jelolje A a tovabbiakban az iiresszét. Itt jegyezziik meg hogy bar az automataelméleti
szakirodalomban az e-t (is) szokds az iiressz6 jelolésére haszndlni, ebben a jegyzetben mi végig a A
jeletfogjuk hasznélni. Tehdt| A 1=0. A V*U{ \ } halmazt a V feletti (9sszes) szavak halmazdnak hivjuk,
s V'-al (ejtsd vécsillag) jeloljiik. Specidlisan, ha valamely a € V-re V= { a} azaz V egyelemii halmaz, s
egyetlen eleme egy bizonyos a betf, akkor gyakran frunk { a } * helyett a -ot, illetve { a}* helyett a*-
t. Valamely V' beli p=aj...anyés q=by...b, (ay,....ambi,...,.b, €V)szavakat pontosan akkor tekintjiik
egyenlSknek, ha m = n és minden i = 1,...,n-re a; = b;. Ezt a tényt ki szokds ugy is fejezni, hogy V'
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ban csak grafikus (betlir6l - betlire megegyez0) egyenldségek 1éteznek.

A V dbécé feletti szavak egy tetszbleges L halmazat a V abécébdl alkotott (formdlis) nyelvnek
nevezzik, vagyis a V * halmaz részhalmazait V feletti formdlis nyelveknek, vagy roviden V feletti
nyelveknek, vagy csak egyszerlien nyelveknek hivjuk. Valamely L € V * nyelvet iiresnek, végesnek
vagy végtelennek hivunk ha az L (mint halmaz) iires, véges, illetve végtelen.

Azt a nyelvet, amelynek egyetlen szava sincs, iires nyelvnek nevezzik. Jelolés: ©. Nem tévesztendd
Ossze a { A } nyelvvel, amely egyediil az iiressz6t tartalmazza.

Az igy definidlt nyelvfogalom tdl &ltaldnos, magdban foglalja mind a mesterséges, mind a
természetes (frott) nyelvek Osszességét. A kérdés viszont az, hogyan lehet ténylegesen megadni egy
konkrét nyelvet. Az egyszeri tulajdonsdgokkal rendelkez nyelveket maris megadhatjuk a halmazok
megadasanak kiilonboz6 moédjai szerint. Legyen példaul a véges dbécénk minddssze két elemdi:
V={0,1}. Ekkor az

e Li={41},
« Ly={1,10,0010, 111},
* Ly={1"liprim }

halmazok mindegyike egy-egy nyelv a fenti definici6 értelmében. Sziikségiink van azonban olyan
eszkozokre, amelyekkel a fentieknél 1ényegesen Osszetettebb nyelveket is definidlhatunk. Ebb6l a
célbdl vezetjiik be a generativ nyelvtan fogalmat.

Tehdt a tovdbbiakban olyan nyelveket fogunk csak vizsgélni, melyek véges sok adat segitségével
specidlis médon, az tgynevezett generativ nyelvtanokkal megadhatok. Megjegyezziik azt is, hogy
az altalunk haszndlt széfogalom nem esik egybe a természetes nyelvek széfogalmdval, hisz egy
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természetes nyelvet ugy szokds tekinteni, mint az adott nyelv Osszes mondatainak halmazit. De
tekinthetiink egy természetes nyelvet tigy is mint a nyelv Osszes véges hosszi szovegeinek halmazat.
A sz6kozt és egyéb irasjeleket is felvéve az dbécébe, az dltalunk definidlt sz6fogalom amellett, hogy
magdaban foglalja a szokdsos sz6fogalmat, magaban foglalja mind a mondat fogalmat, mind pedig a
tetsz6leges véges hosszisagu szoveg fogalmat is.

2.2. példa - Szavak egyenlésége

Legyen V= {1, 2, + }. Ekkor (V'- ban !) fenndll, hogy 1+1#2, mivel az 1+1 sz6 nem egyezik meg
"betlir6l - betlire", azaz grafikusan a 2 széval. *

2.3. példa - Véges és végtelen nyelvek

Legyen V = { 0,1,...,.9}. A (magyar) torténelmi datumok { 1514, 1526, 1606, 1711, 1849, ... }
halmaza ekkor egy V feletti véges nyelv. A (tizes szdmrendszerbeli) paros szamok halmaza egy V
feletti végtelen nyelv. Temészetesen az iires halmaz is egy V feletti (iires) nyelv. Ugyancsak V feletti
(véges) nyelv az egy elemi { 4 } halmaz is. %

A V' halmazon (és a V" halmazon is) szokds bevezetni egy (nagyon egyszer( tulajdonsdgu) miveletet,
melyet szorzdsnak neveziink.

Ap=ay...anésq=by...b,(ay, ..., an by, ..., by € V) szavak szorzatdn apq =aj a; ... a, b
by ... b, sz6t értjiik. Két V'- beli (vagy két V'- beli) sz6t tehdt gy szorzunk 6ssze, hogy e szavakat
(megfeleld sorrendben) egymds mellé (utdn) irjuk. E miiveletet konkatendcionak vagy dsszefiizésnek
is szokas hivni. Természetesen ez a szorzasfajta dltaldban nem kommutativ, azaz altalaban nem teljestil
minden p, g € v parra a pg = gp egyenl8ség. Amennyiben p =p; ... py (€ V'k=1.2,...) tovibb4 D1
=p;y = ... = p; = g Ugy alkalmazni fogjuk a p = qk jelolést, s ezesetben p- t a g sz6 k-adik hatvdnydnak
is nevezziik. Tehat a g sz6 k- adik hatvdnyan az 6nmagdval vett k- szoros konkatendcidjat értjiik.
Tovéabba megallapodunk abban, hogy minden sz6 nulladik hatvdnya az tiressz6 (jelekben: V g € v :q0=
A.) Roviden dgy is mondhatjuk, hogy egy sz6 k- adik hatvanya nem mds mint k- szoros ismétl6dése
(beleértve a nullaszoros ismétlddést is).

2.4. példa - Szavak konkatenacidja

Legyen ismét V = { ab}. Ekkor az abba V'- beli s26 baba V- beli sz6val val6 szorzata abbababa lesz
(ami persze nem egyezik meg a babaabba sz6val. A szorzas tehat valoban, altaldban nem kommutativ).
Igaz tovabba (definicid szerint), hogy baba:(ba)z. *

2.5. példa - Szavak konkatenacidja egyelemii abécé felett

Legyen most V = { a}, azaz alljon dbécénk egyetlen bet{ibdl. Mutassuk meg hogy ebben a kivételes
esetben a szorzds kommutativ. %

A V'-ban ezen szorzds miveletre nézve a  iiressz6 egységelem lesz, hisz minden p € Vra ph=MAp =
p (annak megfeleléen, hogy ha egy sz - beleértve az iiresszot is - elé vagy mogé nem frunk egyetlen

"ne

betit sem, azaz az iiressz6t "frjuk”, akkor marad az eredeti sz6). Nyilvdnvald tovabb4, hogy minden
p.gq €V parralpgl=Ipl+lgqgl.

Az elébbiekben definidlt szorzds miiveletével elldtott V' halmazt a V dltal generdlt egységelemes
szabad félcsoportnak, més néven V feletti egységelemes szabad félcsoportnak, vagy roviden, V feletti
szabad monoidnak hivjuk, s rd ugyancsak a V' jelolést haszndljuk.

Hasonléan, a szorzds miiveletével ellatott V™ halmazt a V dltal generdlt szabad félcsoportnak, mas
néven V feletti szabad félcsoportnak hivijuk, s rd ugyancsak a V' jelolést hasznaljuk. (V" tehét
egyidejiileg jeloli az 6sszes V feletti szavak halmazdt és a V feletti szabad monoidot, mig V* az 6sszes
V feletti nem iires szavak halmazdt €s a V feletti szabad félcsoportot. Amennyiben tehdt algebrai
struktiraként tekintiink a V' -ra ( V*-ra), akkor a konkatendcié az alapértelmezett miivelet az elemei
kozt.)
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Nyilvanvald, hogy V* zért marad a szorzas, azaz az osszefiizes miiveletére, hisz két nem iiresszot
egymads utdn {rva, azaz dsszeflizve, nem kaphatunk iiresszot.

Legyen p és q tetszdleges két sz6 V' -ban. Azt mondjuk, hogy p kezddszelete (prefixe) g-nak, ha van
olyan r € v, hogy g = pr. Pontosabban, ha g = pr mellett | p | = k akkor a p sz6t a g sz6 k hosszisagui
kezddszeletének nevezziik (ekkor, ha O <k < ¢q |, akkor p a q valddi kezddszelete). Hasonl6an, ha
van olyan s € V' sz6, hogy g = sp, akkor azt mondjuk hogy p a g-nak végzddése (szuffixe) és ha Ipl
= m akkor m hosszisdgu végzddésrl besz€liink (ekkor ha p # A és p # g akkor p valddi végzddése
a g-nak). Végiil, ap € V' sz6t a q € V" $26 részszavdnak mondjuk, ha van olyan r, s € V', hogy ¢
= rps. Amennyiben p # gp # A, valodi rész-szorol beszé€liink. Tehdt, egy sz6 onmagatdl kiilonbozd
nemiires kezddszeleteit, végzddéseit, illetve részszavait valddi kezddszeletnek, valédi végzddésnek,
illetve valddi részszénak hivjuk.

Egy p € V' 526 utolsé betiijére hasznélni fogjuk a > p jelolést.

2.6. példa - Sz6 részszava

Legyen V = { a, b}, p = abbababa. Ekkor p-nek 4 hosszisagi kezd6 szelete abba, 4 hossziisagu
végzbdése pedig baba lesz. Ugyanekkor p-nek példdul a bab szé (valddi) rész-szava. Végiil, > p =
a (abbababa utolsé betiije). %

2.2. Nyelvmiiveletek

Két nyelv kozott akkor értelmezhetiink valamilyen mtiveletet, ha ugyanazon V dbécé felett vannak
értelmezve. (Ha ez nem teljesiil, akkor el8szor a nyelveket kell atdefinidlni formalisan egy kozos
abécé, pl. a két abécé unidja felettire.)

Formalis nyelvekre, mint széhalmazokra kézvetleniil értelmezhet6k a halmazelméleti alapmiiveletek:
uni6 (egyesités, Osszeadds): Ly U Ly ={ plp e L) vagyp € L,},

metszet: LiNLry={plpeliéspel},

kiilonbség: Ly \ Ly={plpeLiésp ¢ L,},

komplementer: fl =V'\ L.

Amint latjuk a komplementerképzésnél nagyon fontos az alaphalmaz, vagyis az dbécé ismerete, hiszen
pl. az L = { ab, aa, ba, bb } nyelv komplementere telejsen més, ha L-eta V= { a, b}, vagy a V' = {
a, b, c } dbécé felettinek definidltuk. Ennek megfelelGen a tovdbbiakban is mindig ugy tekintiink egy
nyelvre, mint egy adott V dbécé feletti nyelvre (akkor is ha ezt a tomorség kedvéért nem irjuk oda).

A nyelveken a halmazmfiveleteken kiviil a konkatendcidt és az iterdcit alapmiiveleteknek tekintjiik:
Két nyelv konkatendciojan a kovetkezd nyelvet értjiikk: L - Ly = { pg | p € L és g € L,}. Szokdsos
moédon a konkatenicid jelét sokszor elhagyjuk, pl. Ly Lp. Legyen i = 1, 2, .... Ekkor egy L nyelv
i-edik hatvdnyan a nyelv i-szer egymads utdni, onmagdaval valé konkatendcidjat értjiik. Jelolés: L
Megallapodas szerint L0={ ).

% o i
A konkatendcio lezdrasdt (Kleene iteraciot) (ejtsd: klini) az L = _UOLI Osszefiliggéssel értelmezziik.
l=

- . P P +_ 7l . ;
Az el6z6 Kleene-csillag miivelet mellett szokds mégaz L' = .UlLl iterdcid, a Kleene-plusz hasznélata
1=
is.

A kétféle iterdci6 kozottaz L0 = { 1 } jelenthet kiilonbéget: A definidl6 egyenléségek alajan belathatd,
hogy L* = L” pontosan akkor, ha A € L. Tovabbd L™ = L \ { 4 } pontosan akkor, ha A ¢ L.

Mejegyzés. Mivel a V dbécé mint halmaz egyben tekinthet§ egy formadlis nyelvnek is, a korabbi
V' és a V' jelolés éppen egybeesik a most definialt iterdcié miiveletek V-re valé alkalmazdsanak
eredményével.
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Legyen V dbécé rogzitett, ekkor igazak az aldbbi 0sszefiiggések (tetszéleges Ly, Lo, L3 C V" esetén):
e LiULy=LVU L, (az unié6 kommutativ),

e (L{ULy)U L3=LU(LyU L3) (az uni6 asszociativ),

* Lj UL =L (az uni6 idempotens),

e LiNLy=LyN L;(ametszet kommutativ),

e (LinLy)NLy=L;N(LyN L3) (ametszet asszociativ),

* L;NL; =L, (ametszet idempotens),

e (Li-Ly)-Ly=L; (L, - L3) (akonkatenacid asszociativ),

(fl) = L (a komplementerképzés involicids tulajdonsaga),

e L, 0=0-L =0,

e Li-{A2}={A} L;=L; (akonkatenici6 egységeleme a { A } nyelv),
* LiUQ = UL = L (az uni6 egységeleme az & nyelv),

e LiN Vi=vin L) = L (a metszet egységeleme a V" univerzalis nyelv),
s Li'=Li-Li'=L L,

« L =L;"U{ A},

. (Ll* ) = Ll* (az iteraci6 idempotens tulajdonsaga),

s (L") " =L;" (a+ miivelet idempotens tulajdonsdga),

- (L) T=(L) =L

Az unid, metszet, illetve konkatendcid asszociativitdsa miatt dltaldban nem is szoktuk zardjelekkel
jelezni a miiveleti sorrendjiiket, igy egyszer(ien pl. L; U L, U L3 alakot hasznalunk.

Tovabbi zardjeleket hagyhatunk el megtartva az egyértelmt jelentést a kovetekezd precedencia relacié
bevezetésével. Az egyargumentumu miiveletek (komplementer, (Kleene-)csillag és (Kleene-)plusz)
precedencidja nagyobb, mint a kétargumentumuiaké. A szorzas (konkatenacié) precedencidja nagyobb,
mint az uni6 és metszet miiveleteké.

Legyen adva két véges dbécé, V| és V5. A Vi -nak a V, -ba val6 h leképezését homomorfizmusnak
nevezziik, ha:

* injektiv, vagyis az értelmezési tartomdny minden egyes eleméhez az értékkészletnek pontosan egy
eleme van hozzarendelve,

» és miivelettart, azazh (pg)=h (p) h (q), tetszbleges p, q € Vl*-ra.

A fenti két tulajdonsdgbodl rogton kovetkezik, hogy az iiresszé képe az tiresszé lesz, ugyanis h (p ) =
h(pi)=h(p)h(A)mindenp eV, széra.

Egy homomorf leképezést A- mentesnek neveziink, hah (p ) =Aeseténp = A.
2.7. példa - Nyelvmiiveletek - Gyakorlo feladat

Legyen V=1{a,b,c}, L ={ a,c, bb, aba}, L, = { a, abba, baba, caba, abbaba, babaabba}. Adjuk
meg az Ly U Ly, L1 N Ly, Ly Ly, L1 Ly halmazokat. %
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2.8. példa - Nyelvek konkatenacidja

Adjunk példat olyan L; és L, V dbécé feletti nyelvekre, amelyekre L; L, = L, L;. Keressiink nem
trividlis megoldést is.

Trividlis megolddsok:

e L1=0, L ={A} vagy a szimmetria miatt L,-re teljesiil az el6z6 esetek egyike.

s L1=1L,.

» V abécé egyelemdi.

* Az egyik nyelvben benne szerepel 4, a masik nyelv pedig a V" (univerzalis nyelv).
Egy nem trividlis megoldas:

legyen V={a, b}, L1 ={ 4, a}, L, pedig legyen azon V feletti szavak halmaza, amelyekben pontosan
egy b szerepel. Ekkor Ly Ly =L, Ly = L. %

2.9. példa - Nyelvek szamossaga - Gyakorlo feladat

Adottak L és L, véges nyelvek V dabécé felett, hogy | L; | = n, | L, | = m. Mennyi lehet a szdmossiga
az Ly U Ly, Ly N Ly, Ly Ly nyelvmiiveletekkel el64all6 nyelveknek? Adjunk meg alsé felsd korlatot,
és példakat. %

2.10. példa - Formalis nyelvek, nyelvmiiveletek 1.feladat

Igazoljuk vagy cafoljuk, hogy (L; UL,) =L," UL," !

Megoldas: AZ allitds hamis. Vegyiik a kovetkezd ellenpéldat: Legyen L = { a} és L, = { b}, ekkor

(LLVUL, ) az akdrhany a-t és b-t tartalmaz6 szavak halmaza, még L1 U L2 a csupa a-t és csupa b-
t tartalmazo szavak nyelve lesz. %

2.11. példa - Formalis nyelvek, nyelvmiiveletek 2.feladat
Mivel egyenld L% ha
L={d"b'In>0}?

Megoldas: L> = { " b" a" b™ | n, m > 0}. %
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3. fejezet - Formalis rendszer és
néhany fobb tipusa

Formdlis rendszernek (vagy étirasi rendszernek) neveziink minden olyan W= (' V, H ) part, amelyben
V egy abécé, H pedig a V' x V' direkt szorzat egy véges részhalmaza. A H elemeit helyettesitési
szabdlyoknak hivjuk ésha (p, g ) € H, akkor a p — ¢ (ejtsd: p nyil q) jelolést hasznaljuk.

3.1. példa - Atirasi rendszer
W=({a,b,d e é,f,k1,0,s,v,z},{aked — le,leves — fozelék } ). %

Legyenr, s € V", Akkor mondjuk, hogy r - b6l az s kozvetleniil (vagy egy lépésben) levezetheto W-
ben, jelekben: » = s, vagy ha nem vezet félreértéshez, W elhagydsaval r = s, ha 1éteznek olyan p ',
p,p".q¢€ V" szavak, hogy r=p'pp",s=p'qp" és p — q € H. (Természetesen megengedett, hogy
akdrap', akdr ap", vagy akdr mindkett$ az iiressz6 legyen.) Szemléletesen, r = s azt jelenti, hogy
az s sz6 megkaphat6 az r sz6bol igy, hogy r-ben valamely H-beli szabély baloldaldn 4116 p rész-sz6
helyébe az e szabdly jobboldaldn all6 g sz6t irjuk (1asd dbra).

| | | |
| 3 I Y Y Y |
T T T L

v P »

4 q 7

Azt mondjuk, hogy a p - b6l a g levezethet6 W-ben, jelekben p =Sw q, vagy ha nem vezet félreértéshez,
Welhagyéséval p =" q haléteznek olyan py, py, ..., pr € V" szavak, hogy po=p, pr= q és p; zwp,+1
(i= ., k-1). Emellett, amint szokdsos, megallapodunk abban, hogy minden p € V' széra P =Sw
P fennall. Haszndlni fogjuk még a p =y ¢ jelolést is abban az esetben, ha azt akarjuk hangsilyozni,
hogy léteznek olyan pg , py, ... , px € V' szavak, hogy po=p.,pr=qéspi=wpi+1 (i=0, ..., k1).
Vilagos, hogy a két jelolés p = g esetén kap eltérd értelmet.

3.2. példa - Levezetés atirasi rendszerben

Tekintsiik a fenti példdban megadott formélis rendszert és a babakedves sz6t. Ekkor a babakedves =
bableves = babfozelék levezetés alkalmazdsdval 14tjuk, hogy példaul a W-beli babakedves sz6bdl a
bableves kozvetleniil levezethetd, a babfozelék pedig levezethets. %

Amennyiben olyan formdlis rendszereket tekintiink, melyekben a helyettesitési szabdlyok
szimmetrikusak, eljutunk az asszociativ kalkulus fogalméahoz. Ha tehét valamely asszociativ kalkulus
esetén egy p sz6 helyettesithetd g - val, akkor a g sz6 is helyettesithetd p - vel. Emiatt nem is
helyettesitési szabdlyokrol, hanem megengedett cserékrol szokds beszélni. Tovabba, ha egy p sz6bdl
egy g sz6 levezethetd az asszociativ kalkulusban, akkor azt mondjuk hogy p ekvivalens ¢ - val.
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Formalis rendszer és
néhany f6bb tipusa

Legyen W= ({a,c,k,m o,u,s,t,y}, {acs-0,ka-kus } ). Asszociativ kalkulus esetén a
szabdlyok bal és jobboldaldat — helyett - - el (kotgjellel) szokds elvédlasztani, ezzel is hangsulyozva,
hogy a szabdlyok szimmetrikusak. Példdnkndl maradva, az acs helyettesithetd az 6 - val és az 6 is
helyettesithetd acs - csal. Ugyanigy, a ka helyettesithet6 kus - sal és a kus a ka - val. Tekintsiik a m
acska = mo ka = mdokus levezetést. Ekkor a macska ekvivalens W-ben a mdékus - sal. Ehhez =>W*
helyett =~y - t, vagy ha nem okoz félreértést, akkor egyszeriien (az ekvivalencia egyik szokdsos jelét,)
~-t szokds haszndlni, azaz macska =~ mokus. Vizsgaljuk meg most ezt az ~-t mint reliciét. Ez az
=~relacid reflexiv, azaz minden V' beli p széra p = p. Példaul, macska =~ macska. Az ~szimmetrikus,
azaz minden V -beli D, q szoparra p =~ g akkor és csak akkor, ha g ~ p. Példaul, macska ~ mékus
kovetkezménye mokus =~ macska és viszont. Ugyanigy, példankban kutya # macska kovetkezménye
macska # kutya és viszont. Az =~ tranzitiv, azaz minden V' -beli D, q, rszé-hdarmasrap ~gésqg=r
esetén p = r. Példankban macska ~ moka és moka ~ mokus miatt macska ~ mokus. (De ugyanigy igaz,
hogy macska ~ mokus és mokus ~ moka miatt macska ~ méka. )

1. Megjegyzés. a reflexiv és tranzitiv tulajdonsdg kozvetleniil kovetkezik a levezethetSség
definicigjabol. A szimmetria a szabdlyok szimmetrikus volta miatt, tovdbba a tranzitivitds miatt 4ll
fenn, melynek igazoldsat az olvaséra bizzuk.)

Emlékeztet6. Egy M halmaz 6nmagaval valé Descartes szorzatinak (jelekben: M x M - nek)
részhalmazait M feletti bindris reldcionak, vagy roviden, reldcionak szokas nevezni. Specidlisan, M
x M véges részhalmazait véges reldcioknak is szokas hivni ( M felett).

Felhaszndlva az el6z6 példdnkban targyaltakat, vegyiik észre, hogy ha egy adott W = ( V, H )
formadlis rendszerbeli kozvetlen levezethet6séget mint a V" halmaz feletti (véges) bindris relaciot
tekintjiik, igy a belSle szdrmaztathaté levezethet6ség nem mds mint a kozvetlen levezethet6ség
reflexiv és tranzitiv lezarasa, vagyis az a legsziikebb reflexiv és tranzitiv relaci6, melynek a tekintett
levezethet6ség részrelacidja. Asszociativ kalkulus esetén, mint példidnkban mar emlitettiik, ez a
levezethet6ség (mint relacid) ekvivalencia reldcié lesz, ugyanis a reflexiv és tranzitiv tulajdonsig
mellett a szimmetrikus tulajdonsaggal is rendelkezni fog. Emiatt szokds egy W = ('V, H ) asszociativ
kalkulusban ekvivalensnek hivni a p, g € V' szavakat, ha p= gqazazhap=q.

Akkor mondjuk, hogy a W = ( V, H ) asszociativ kalkulusban a széprobléma algoritmikusan
megoldhato, ha 1étezik olyan algoritmus, melynek segitségével tetszbleges p, g parra eldonthetd, hogy
p és g ekvivalens-e (azaz p ~ g fenndll-e) és ha igen, akkor az algoritmusegyp = p1 = pr= ... = p,.|
= ¢ levezetést is szolgdltat. Ezen fogalomnak azért van kiilonos jelent8sége, mert kimutathatd, hogy
nem minden asszociativ kalkulusban oldhaté meg a széprobléma algoritmikusan (ami egyuttal azt is
igazolja, hogy nincs olyan univerzdlis médszer, ami minden matematikai problémat képes megoldani).
Késdbb még vissza fogunk térni erre az eldonthet6ségi kérdésre.

Egy W= (V, H) formélis rendszert generativ rendszernek neveziink, ha ki van tiintetve v egy nem
ires és véges részhalmaza, amelyet W axiomarendszerének neveziink (és rd tobbnyire az Ax jelolést
haszndljuk). Egy ilyen W generativ rendszert W = ( V, Ax , H ) alakban szokds megadni (aholis V az
abécé, Ax az axiomdk, H pedig a szabdlyok nem iires és véges halmaza). W - hez hozzarendeliink egy
Ly (W)halmaztaz L,(W)={pe Vids €Ax:s :W* p } definiciéval, s ezt a halmazta W generativ
rendszer dltal generdlt nyelvnek hivjuk. L, ( W) tehdt tartalmazza mindazon V'-beli szavakat, melyek
legaldbb az egyik axiémabdl levezethetdk.

Egy W = (V, Ax , H ) generativ rendszert gy is szokds interpretdlni (azaz értelmezni), hogy
V bizonyos fogalmak rendszere, Ax az axidmarendszer (vagyis az alapigazsdgok, vagy igaznak
tartott alapvetd allitdsok gydjteménye), V' elemei a V fogalomkorben megfogalmazhat6 (értelmes
vagy értelmetlen) formdlis mondatok halmaza, H a W-ben megengedett elemi bizonyitasi 1épések
halmaza, p = p; = ... = p, = q a q formdlis mondat p - b8l val6 bizonyitdsa, L, ( W) pedig
a V fogalomkorben megfogalmazhat6 és az Ax axidmarendszerbdl W-ben bebizonyithaté formalis
mondatok (kijelentések) halmaza.

Analég médon, tekinthetjiik az 6sszes olyan szavak halmazit is, melyekbdl az axiomak koziil legaldbb
az egyik levezethetd. Ebben az esetben W - t (a generativ rendszer elnevezés helyett) analitikus
rendszernek, az L, (W)={peV |ds € Ax:p =w s } halmazt pedig a W analitikus rendszer dltal
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acceptdlt, vagy mas szoval, a W analitikus rendszer dltal elfogadott nyelvnek, vagy még masképp a
W analitikus rendszer dltal felismert nyelvnek hivjuk.

z 2z

Az analitikus rendszer altal elfogadott nyelvet a kés6bbiekben fogjuk interpretalni (azaz értelmezni).

3.3. példa - Generativ rendszer

VegyikaW=({1,2,+,=},{1+1=2},{=—+1=1+}) generativ rendszert. Fogalmaink az
1, 2 természetes szamok, tovdbba az dsszeadas és az egyenldség (jele). Egyetlen axiomank van, 1 + 1
=2.Az1+1+1+1=1+1+2Kkijelentés (vagy "tétel"-nek is lehetne mondani) bebizonyithat6é W-
ben. Ime a "bizonyitds:" (Egyetlen) axiéménk 1 + 1 = 2. Ebb6l indulunk ki :

1+41=2=1+1+1=142=>1+4+1+1+1=1+1+2.%

3.4. példa - Analitikus rendszer

Tekintsika W=({<,>,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},{<0><5>1},{00—-0,10—-0,20— 0, 30
—0,40—-0,50—-0,60—0,70-0,80—-0,90 - 0,05—5,15—5,25—-5,35->5,45—>5,55
—5,65—-5,75—-5,85—>5,95 -5 }) analitikus rendszert. Az olvaséra bizzuk annak igazolasat,
hogy L , ( W) épp az ottel oszthaté, < ay ...a,>(ay, ...,a,€ {0, ...,9 }) alakban megadott
nemnegativ egészek halmaza. W tehét "felismeri" az 5 - tel oszthaté nemnegativ egészeket. %

Egy W= (V, Ax , H) generativ rendszert szemi-Thue rendszernek (ejtsd: tyué) neveziink (az angol
semil[ejtsd:szemi] = félig-, fél sz6 alapjan), ha ki van tiintetve v egy olyan F részhalmaza, melyre
Ax C F. Egy ilyen szemi-Thue rendszert W = ( V, Ax , H, F) alakban adunk meg, ahol F' a formuldk
halmaza, és a W - nek a generativ rendszerhez hasonlé értelmezése esetén mondhatjuk még azt is,
hogy F az igaz (vagy igaznak tartott) dllitdsok (kijelentések, mondatok, tételek) halmaza (lasd dbra).

e )
) 4 L(W)
v 2R

LW

/(Az )

Ve
/
-

=

. J
- v

Képezziink egy szemi-Thue rendszert oly mdédon, hogy a 3.3. Példa (Generativ rendszer)-beli
generativ rendszert kiegészitjiik formuldkkal. Ezzel 6sszhangban tekintsiik a kovetkezd példat.

3.5. példa - Szemi-Thue rendszer

W=({L2+=}L{l+1=2}L{=>+1=1+}{14+1=2,1+1+1+1=2+2,1+1(+
D"=(1+)"+2,n=1,2,... }).

Amint szokdsos, ( + 1) " itt azt jelenti, hogy + 1 n-szer van irva. Péld4ul: ( + 1) St l+1+1

Hasonl6an, (1 +)" jelentése az, hogy 1 + van n - szer irva. Példdul: (1 +) 2=141+.A nyilvdnval6an
igaz 1 +1+1+1=2+2 6sszefliggés a példabeli szemi-Thue rendszerben nem bizonyithatd. Mint mar
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a bevezetésben elmondtuk, ezen a jatékos példan bemutatott probléma a matematika egyes nehezebb
fejezeteiben is fenndll. Nevezetesen, vannak precizen megfogalmazhatd, de nem bizonyithat6 és nem
is cafolhat6 matematikai kijelentések. %

Legyen W=(V,Ax, H, F') tetsz6leges szemi-Thue rendszer, s jelolje Ax =" providen azt a tényt, hogy
l1étezik olyan pg € Ax, melyre pg =" p. Ezt a jelolést haszndlvaL(W)={p e ViAx=" p } és W-ben
absztrakt médon az F halmaz mint elmélet ( = igaz vagy igaznak tartott allitdsok halmaza, rendszere,
vagy gylijteménye) axiomatizalasanak tipikus kérdései a kovetkez6képp fogalmazhatok meg:

a.) teljes-e az elmélet, vagyis az Ax axidmarendszerbdl minden igaz 4llitds bebizonyithaté-e. Jeloléssel:
fenndll-e az F C L, ( W) tartalmazas;

b.) ellentmonddsmentes (azaz helyes)-e az elmélet, vagyis igaz-e, hogy az axiémarendszerbSl nem
vezethet§ le egyidejtileg i igaz €és hamis 4llités i is. Képletben: igaz-e, hogy akdrhogy is adjuk meg a
peFés q ¢ F parokat, Ax =" p mellett Ax :> g nem allhat fenn egyidejtileg. (Vegyiik é észre, hogy
ha Ax = ¢ és g ¢ F, akkor felhaszndlva Ax =" g jelentését, lenne olyan pg € Ax, hogy pg = K2 ami
Ax C F és pg =" po miatt azt is jelentené, hogy pg € F és g ¢ F mellett Ax =" po és Ax =" q.- Az
ellentmonddsmentesség feltétele tehat tulajdonképp azt jelenti, hogy hamis kijelentés nem vezethetd
le az axiomarendszerbdl.)

c.) kategorikus (= konzekvens)-e az elmélet, vagyis az Ax axidmarendszerbdl minden igaz 4llitds, de
csakis az igaz dllitdsok bebizonyithatok-e. Jeloléssel: F = L, ( W) fenndll-e; (Vegylik észre, hogy egy
elmélet pont akkor konzekvens, ha egyidejiileg teljes és helyes is.)

d.) minimdlis-e az elmélet, azaz 1gaz -e, hogy egyik axiéma sem bizonyithaté be a masikbdl. Képletben:
igaz-e, hogy hap, g€ Axésp =" q, akkor sziikségképp p = q.

3.6. példa - Elmélet teljessége, ellentmondasmentessége

Az el6z6 példabeli "elméletiinket" vizsgdlva megallapithatjuk, hogy nem teljes, mertaz F={ 1+ 1 =
2,1+1+1+1=2+2,1+1(+1)"=(1+)"+2,n=1,2, ... } elmélet nem minden kijelentése
bizonyithaté W-ben (pl. az 1 + 1 + 1 + 1 =2 + 2 nem). Emiatt "elméletiink" nem is kategérikus. Mivel
"hamisnak tartott", azaz F - en kiviili 4llitds 1 + 1 =2 - bdl (egyetlen axiémankbdl) nem vezethetd le

( ugyanis minden belSle levezethetd "dllitds" vagy magaaz 1 +1=21lesz, vagy 1+ 1 (+1)"=(1
+) " + 2 alakd lesz, ahol n tetsz6leges természetes szam), "elméletiink” ellentmonddsmentes. Végiil,

1évén csak egyetlen axiémank, "elméletiink" nyilvanvaléan minimalis. %

Végiil megjegyezziik, hogy lehetett volna a formadlis rendszer és a beldle szarmaztatott kiilonféle
specidlis formdlis rendszer tipusok fogalmdnak kialakitdsakor a kozvetlen levezethet6séget és a
levezethet6séget masképp is definidlni. Erre az egyik legnevezetesebb példa a Post-féle normal
rendszer.

A Post-féle normdl rendszer (hasonloképp a generativ rendszerhez) egy olyan V abécébdl, Ax
axiémarendszerbdl és H helyettesitési szabalyokbdl felépiils6 W = ( V, Ax , H ) harmas ( Ax itt is nem
tires és véges részhalmaza V'-nak, tovabbd H ezesetben is nem iires és véges részhalmaza Vix V-
nak), melyben H elemei pa — aq alakiiak, aholis a € V egy olyan betii, mely sem p-ben, sem g-ban nem
fordul el6. Akkor mondjuk, hogy a V' -beli p1szébdla V -beli q1 826 kozvetleniil levezethetd (jelekben,
mint kordbban : p; = ¢q;, vagy ha nem vezet félreértéshez, egyszertien csak p; = ¢ ), ha talalhat6
olyan V-beli a bett, tovabb4 taldlhaték olyan (V \ { a } )* beli p, g, r szavak, hogy p| =pr, q1 =rq, és
pa—aqe H. Ezenkiviil, mint kordbban, azt mondjuk, hogy p: bbla g levezethetd W-ben, jelekben: p
=>w q, vagy ha nem vezet féreértéshez, W elhagyasaval p =" q haléteznek olyan pg , py, ... , px € V'
szavak, hogy po=p,pr=qésp;=>wpi+1 (i=0, ..., k-1). Emellett, amint szokdsos, itt is megallapodunk
abban, hogy minden p € V" széra P =Sw p fenndll. (Masként mondva, a levezethetéség mint V' feletti
relacid, ezesetben is reflexiv és tranzitiv lezdrdsa a kozvetlen levezethetdségnek.) Ugyanigy mint a
generativ rendszer esetén, a Post-féle normal rendszerhez is szokds tekinteni az L, (W) ={ p € Ve
ds €eAx:s :'W* p } halmazt, amit a W Post-féle normdl rendszer dltal generdlt nyelvnek hivunk.
Természetesen mmt a generativ rendszerbol "képzett" analitikus rendszer esetén, itt is lehet tekinteni
azL,(W)={pe Vids eAx: p =w s } halmazt minta W dltal elfogadott nyelvet. (Emlékeztetdiil:
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szerkezetileg a generativ rendszer ugyanaz mint az analitikus rendszer, csak a hozzajuk rendelt nyelvek
szerkezete mas.)

A Post-féle normadl rendszer fogalmanak kis médositasaval jutunk el a Post-féle tag (tag [ejtsd: teg]
= toldalék, vmit vmihez hozzaf(iz6 eszkoz vége) rendszer fogalmahoz. A Post-féle tag rendszer egy
olyan W= (V,s, H) harmas, ahol V egy dbécé, H helyettesitési szabdlyok egy halmaza (azaz V'
x V' egy nem tres és véges részhalmaza), s pedig egy tetszbleges, r0g21tett eleme V'-nak. Erre az s
elemre a startszo elnevezés hasznalatos. Akkor mondjuk, hogy a V' -beli p sz6bdl az ugyancsak V-
beli g sz6 kozvetleniil (vagy egy lépésben) levezethetd W-ben, jelekben: p = g, vagy ha nem vezet
félreértéshez, W elhagyasaval p = ¢, ha léteznek olyan p; , g1, r € V" szavak, hogyp=pir,q=
rq1 és (p1, q1 ) € H. (Természetesen megengedett, hogy az r az tiressz6 legyen.) A levezethetGségre
(is) ugyanazt a jelolést hasznéljuk mint kordbban, tovabba a levezethetdség mint Vv feletti reldcio,
ezesetben is reflexiv és tranzitiv lezarasa a kozvetlen levezethet6ségnek. Ugyancsak 6sszhangban az
el6zéekkel, a W dltal generdlt nyelv: L, (W) ={p € Vils :>W* p. } Definidlhatjuk a W dltal
elfogadott nyelvetis: L,(W)={pe V' I p :>W* s}.

3.1. Markov-féle normal algoritmus

Az algoritmus intiutiv fogalmat kortilbeliil a kovetkezSképp szokds megfogalmazni: A fegyelmezett,
egyértelmiien el6irt elemi 1€pésekbdl egyértelmiien felépithetd olyan feladatmegoldds modellje,
melynek eredménye végrehajt6jatol fiiggetleniil ugyanazon feladatokra akarhanyszor is megismételve
ugyanazon eredményt szolgaltatja. Segitségével egy adott feladatosztdly minden feladata véges
szamu 1épésben megoldhaté. (A legdltalanosabb értelemben természetesen egy algoritmus barmilyen
emberi vagy nem emberi tevékenységre vonatkozhat, nemcsak matematikai avagy szdmitdstechnikai
feladatok megoldasara.)

Fontos tulajdonsdgai koz¢ tartozik tehdt a fiiggetlenség, ami azt jelenti, hogy ugyanazon feladatra
ugyanaz az eredménye fliggetleniil attdl hogy ki (vagy mi) a végrehajtéja, az egyértelmiiség, ami
azt jelenti, hogy ugyanazon feladatra akdrhdnyszor is alkalmazzuk az algoritmust, mindig ugyanazt
az eredményt szolgaltatja, az elemi lépésekre bonthatosdg, ahol persze ezen elemi 1épések, tovabba
ezen lépések sorrendje is egyértelmiien meg van hatdrozva, valamint a végesség, vagyis az, hogy a
feladatosztidly minden egyes feladatdra mindig véges sok 1épésben befejezddik. Amennyiben a véges

sz

1épésben torténd befejezddés kovetelményétdl eltekintiink, az eljdrds fogalmédhoz jutunk. Ezen és
ehhez hasonlé intiutiv megfogalmazdsok utdn sziilettek meg a 30-as évek masodik felétdl a kiilonféle
matematikailag is preciz algoritmusfogalmak (tulajdonképpen szigordan tekintve eljardsfogalmak),
melyek kozos érdekessége, hogy ekvivalensek. Ez azt jelenti, hogy ha egy algoritmust az egyik
algoritmusfogalom segitségével megadtuk, akkor ugyanez az algoritmus a mésik algoritmusfogalom

segitségével is megadhatd. Ezen fogalmak egyike a Markov-féle normdl algoritmus.

Egy W= (V, H) formélis rendszert (Markov-féle) normdl algoritmusnak neveziink, ha H rendezett
halmaz és ki van tiintetve benne egy H| részhalmaz (megengedve, hogy esetleg H| = ©, azaz lires
halmaz legyen). A H; elemeit zdrohelyettesitéseknek hivjuk és p — g € H; esetén hasznélni fogjuk
ap — . q jelolést is. Egy ilyen normadl algoritmust W = ( V, H , H; ) alakban adunk meg, ahol a H
={p1—4q1, ..., Pm— g, } megadds, azaz H elemeinek felsoroldsa feltételezésiink szerint egyben
a H - beli rendezést is mutatja. Legyen p € V. Azt mondjuk, hogy a p széra a W ( V, H , Hy)
algoritmus alkalmazhato ha van olyan 1 és m kozottii (1 <i< m ) index és olyan p,p"e v SZOpar,
hogy p=p'p;p" . Legyen i a legkisebb ilyen index és vdlasszuk meg a p sz6 p ' kezdbszeletét tgy,
hogy p; ap' p; szoban rész-szoként csak egyszer forduljon el6. Rendeljiikk hozzap -hezag=p'q;p"
sz0t és ezt a hozzarendelést jeloljiik a kovetkez6képpen: legyen p =w g ha p; — g; ¢ H és legyen p
=w.qhap; — g; € H . E hozzirendelést, mely a formdlis rendszer fogalmanal bevezetett kozvetlen
levezethet6ség fogalmanak a H - beli rendezést is figyelembe vevd mddositasa, elemi helyettesitésnek
szokds nevezni. (Az elemi helyettesités nem tévesztendd Ossze a helyettesitéssel, azaz a helyettesitési
szabdlyok halmazdnak egy elemével.) p = . g esetén elemi zardhelyettesitésrdl beszéliink.

Ha zarohelyettesitést hajtottunk végre az algoritmus megall, egyébként az algoritmus helyettesitd
1€pése tjra lefut az imént kapott széra. Az algoritmus tehit mindaddig fut, amig vagy zaréhelyettesités
be nem kovetkezik, vagy nincs alkalmazhat6 helyettesitési szabalya. Itt tériink ki arra, hogy a Markov-
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féle normdl algoritmus a sz6 eredeti értelmében nem algoritmus, hanem eljards, mivel - ahogy majd
példat is mutatunk rd- nem feltétleniil fejez8dik be, tehét a végesség feltétele nem teljesiil.

3.7. példa - Elemi helyettesités

VegyikaW=({a,b,e,i,k,o,r,s,t,1,2},{szoba— kerti , bab — szob }, { szoba — kerti } )
normdl algoritmust és a bababiitor sz6t. Az i =2, hiszen a masodik szabdly alkalmazhat6 ra. Vigyazni
kell viszont, hisz a bab sz6 rész-szoként kétszer is el6fordul. p ' thehat nem ba lesz (mert ekkor p'
p1 = babab, aminek elsé hirom és utolsé harom betiije is a bab szét alkotja ). Igy p' = A, azaz az
tiressz6. Ennek megfelel6en a bababiitor =  szobabiitor = . kertibiitor levezetéshez jutunk. Itt
a bababiitor = w szobabiitor egy elemi helyettesités, szobabiitor = w . kertibiitor pedig egy elemi
zardhelyettesités. Igaz, hogy a szobabiitor sz6ban is benne van a bab rész-sz6, de mindig az elsé olyan
szabdlyt kell alkalmazni, amit lehet. Emiatt a szobabiitor sz6 utn a kertibiitor sz6 kovetkezik, nem
a szoszobiitor. %

Azt mondjuk, hogyap e V" sz6b6l kiindulva egyqe V' széeleme a W algoritmus levezetési ldncdnak,
ha teljesiilnek az aldbbi feltételek: g = p, vagy

(i) W alkalmazhat6 p - re és

(ii) léteznek olyan r, ... , ry € v’ szavak, hogy ro=p, rx=¢q, ri =>w i1 (i=0, ..., k-1), ahol az rg
=w ... >w 1 lanc nem tartalmaz zaréhelyettesitést.

Azt mondjuk, hogy ap € V" széra egy q € V' sz6a W algoritmus eredménye (jelekben: p :>W* q),ha
gelemea Wp-bdlinduld (p=ry, ..., 1, = q ) levezetési lancanak és vagy ry.1 =w . 1, vagy pedig
T.1 =w 'k, €s Waz r (= g ) széra mar nem alkalmazhato.

Emellett megdllapodds, hogy ha W a p széra nem alkalmazhat6, akkor p =>W* p.

Ha p =>w* g, akkor szokds mondani, hogy ¢ a p széval megadott adatsorozaton a W normaél

algoritmussal végrehajtott szamitds eredménye. Eszerint, egy W = ( V, H, H| ) normdl algoritmus
* . z . P z

esetén egy p € V  (input) széra a kdvetkez6 esetek dllhatnak fenn:

(I) W a p - re nem alkalmazhat6. Ekkor a W - vel p - n végzett szdmitds eredményének magit a p
adatot tekintik.

D) p - bdl kiindulva 1étezik zaréhelyettesitéssel vegzddd (azaz p =w ry, r1 =w 2, «-.» 2 =w Fel»
.1 =w - Iy alakid), vagy tovabb nem folytathat6 helyettesitési lanc. (Ez utébbi azt jelenti tehat, hogy
ap=wry,r =wra, ..., ' =wrlancban ry - ra W mar nem alkalmazhat6.) Ekkor a p adaton a W
- vel végzett szamitds eredménye az ry = g sz0.

(IID) p - b6l olyan helyettesitési lanc indul ki, mely soha nem fejez6dik be. Ilyenkor azt mondjuk, hogy
W ap - re nem éll meg, W a p adatbdl eredményt nem szolgéltat.

3.8. példa - Unaris szamok 0sszeadasa

Tekintsika W=({ 1,+},{1+—>+1,++ -+, +— 1}, { + > 4} )normdl algoritmust (ahol A
az tiresszot jeloli). Ekkor 1 + 1+ 1+ 1= y+1l+ 1+l =2yp+1+1l+1l=p++ 111+ 1= p++
IlM+1ll=2py++1+1ll=2py+++ 111l =5 p++ 111l =+ 1111 = . 1111.

Vegyiik észre, hogy 4ltaldban is, 1™ + 1" =y 1™ * ", vagyis a példabeli algoritmus az "egyes
szdmrendszerben" val6 "0sszeadds" algoritmusa. Ahdny 1 - est "adunk 0ssze", annyi 1 - esbdl 4116
sorozatot kapunk a végén zardhelyettesitéssel. Nincs alkalmazhat6 szabdélya az algoritmusnak példaul
a 11 széra. Ekkor eredménynek a korabbi definicidval 6sszhangban magét a 11 - t tekintjiik. %

16



Formalis rendszer és
néhany f6bb tipusa

3.9. példa - Végtelen helyettesitési lanc

Egészitsiik ki az el6bbi példat az 1 — 11 szabdllyal, méghozza ugy, hogy ez legyen az elsé szabélyunk.
Az igy kapott Gjabb W=({ 1,+ }, {1 > 11,1+ >+ 1,++ >+, +—> 1}, { + = 1 }) algoritmus
mar nem fog befejez6dniaz 1 + 1 + 1 + 1 széra (és sok mds szérasem): 1 + 1+ 1 + 1=y 11+ 1+

l+l=ylll+l1+1+1=>wllll+1+1+1 =y 11111 +1+1+1... Ambdositott algoritmus
tehdtaz 1 + 1 + 1 + 1 széra nem 4ll meg, eredményt nem szolgéltat. %

3.10. példa - Unaris szamok szorzasa

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely az 1"*1" bemenetre 1™" kimenettel 41l meg!
Megoldas:

W=({1,*a,b},H,H), ahol H a kévetkez:

1. *11 - a*1,2. *1 - a, 3. la — alb, 4. ba — ab,

5.b1 - 1b,6.al - a,7.ab—b,8.b - 1. H=0. %

3.11. példa - Feladat - Legnagyobb kozos oszt6 eléallitasa

Legyen W=({a,b,c,d,e,& },{ac—>ca,a&ka »c&,a&k—->&d,d—a,c—e,e>a,&—>1},
@) (azaz H| ebben a feladatban is iires halmaz) normal algoritmus. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges

i, j pozitiv egész szampdarra a' &al= wa k ahol k a legnagyobb k6z6s osztdja i - nek és j - nek. %

3.12. példa - Binaris sz6 rendezése

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend bindris sz6 esetén
annyi 1-est, majd annyi 0-4st ir, amennyi a bemend széban van!

Péld4ul: 001011011 bemenetre 111110000 sz6t adja eredményiil.
Megoldais:

Egyik lehetséges megoldas a kovetkezd:

W=({0,1},{01 — 10}, © ). Az algoritmus a buborékrendezést valésitja meg. Ugyanez a példa harom
szamjegy esetén: W=({0,1,2},{01 — 10, 02 — 20, 12 — 21}, D). %
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3.13. példa - Binaris sz6 tiikkrozése

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend bindris szé tiikorképét adja eredményiil!
Péld4ul: 0110011 bemenetre 1100110 végeredményt ad.

Megoldas: Egy lehetséges algoritmus a kovetkezé: W=({0,1,X,Y,U,V,Z},H H,),
ahol H elemei:

1.Y0->0Y,2. Yl - 1Y,3.Y—> Z,4.UZ— 70,5.VZ — 71,

6. U0 - 0U,7.U1 - 1U,8.V0— 0V,9. V1l — 1V, 10. X0 — XU,

11. X1 - XV, 12. XZ — A, 13. A - XY.

H\={XZ — A}.

Az algoritmus a kovetkezSképpen miikodik:

1.

2.

A bemend sz6 elejére irja XY-t.

Y-t elvissziik a sz6 végére és atirjuk Z-re.

. Ha az X utdni els6 szdmjegy 1, akkor V-t frunk helyette.
. Ha az X utdni els6 szdmjegy 0, akkor U-t frunk helyette.
. U-t vagy V-t elvissziik a sz6 végére.

. Ha a Z elé U keriil, akkor O-t frunk Z utdn, és ha van még szdm X és Z kozt, akkor vissza a 3-as

pontra.

. HaaZelé Vkeriil, akkor 1-t frunk Z utan, és ha van még szdm X és Zkozt, akkor vissza a 3-as pontra.

. XZ torlése.
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3.14. példa - Binaris sz6 megegyezé végeinek torlése

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend bindris sz6 elsd és utolsé karakterét
addig torli, ameddig azok megegyeznek!

Példaul: 10110001 esetén a kimenet 1100.

Megoldas: Egy algoritmus lehet ez: W=({0,1,X,Y,U,V,W},H,H}), ahol H elemei:
1.0Y - Y0,2. 1Y - Y1,3.0W — W0, 4. 1W — W1, 5. XY0 — X,

6.XY1 - X,7.XW0 - 0,8.XW1—1,9. U0 — 0U, 10. U1 — 1U,
1.V0-0V,12.V1 - 1V, 13.0U - ¥, 14. 1U - W1,15. 1V = ¥,

16. 0V — W0, 17. X1 — X1W, 18. X0 — X0U, 19. 4 - X

Hi={XW0 -0, XW1 -1 }.

Az algoritmus a kovetkezSképpen miikodik:

1. A bemend sz6 elejére ir egy X-et.

2. Ha az els6 szamjegy 0, akkor U-t frunk utana.

3. Ha az els6 szamjegy 1, akkor V-t frunk utédna.

4. U-t vagy V-t elvissziik a sz6 végére.

5. Ha az utols6 jegy 0 és U keriilt mellé, vagy ha 1 és V, akkor ezek helyére Y-t {frunk.

6. Ha az utolsé jegy 1 és U keriilt mellé, vagy ha 0 és V, akkor ezek helyére W-t irunk és visszairjuk
az utolso jegyet.

7. Y-t vagy W-t az elejére vissziik.
8. Ha az X utdn Y keriil, akkor az Y-t és az els6 szamjegyet toroljiik, és vissza a 2. 1épésre.
9. Ha az X utdn W keriil akkor tor6ljik XW-t és megallunk.

*

3.15. példa - Binaris szam novelése 1-gyel

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend bindris szdm esetén
eggyel nagyobb bindris szdmot szolgdltat eredményiil!

Megoldas: W=({0,1,X,Y},H,H;), ahol H elemei:

1.X1 - 1X,2. X0 - 0X,3. X - Y,4.0Y - 1,

5.1Y - 7Y0,6.Y - 1,7.1 - XI.

Hi={0Y—>1,Y—1}.

Az algoritmus miikodése:

1. A sz elejére X-et frunk.

2. X-et a sz6 végére vissziik és Y-ra cseréljiik.

3. Yel6tt O van, 1-esre irjuk és kész vagyunk.

4. Yel6tt 1 van, O-ra irjuk és Y-t frunk elé. Vissza a 3-as pontra.

5. Ha Y el6tt nincs semmi, akkor 1-esre irjuk 4t.

*
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3.16. példa - Unaris szam binaris alakja
Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely 1" bemenetre az n szdm bindris alakjat adja eredményiil!
Megoldas:W=({0,1,X,Y},H,H,), ahol H elemei:
1.0Y—-1,2.1Yy-Y0,3.Y—>1,4. X1 - YX,5. X —> A,
6.4 — 0X

Hi={X—- 1}

Az algoritmus 1épései:

1. Az 1-esek elé 0X-et ir.

2. X1-et YX-re cseréli.

3. Yelbtti bindris szamot noveli eggyel és Y-t torli.

4. Ha van X utdn 1-es vissza 2-es pontra.

5. Torli X-et.

*

3.17. példa - Binaris szam csokkentése 1-gyel

Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend bindris szdm esetén
eggyel kisebb bindris szamot ad eredménytil!

Megoldas: W=({0,1,X,Y},H,H;), ahol H elemei:
1.X1-1X,2.X0—-0X,3.X—>Y,4.1Y - 0,

5.0Y = Y1,6. Y= A,7. A = X, és a zarOhelyettesités:
Hi={Y = A}.

Az algoritmus miikodése:

1. A sz6 elejére X-et frunk.

2. X-et a sz6 végére vissziik és Y-ra cseréljiik.

3. Yelbtt 1 van, O-ra irjuk és kész vagyunk.

4. Yel6tt 0 van, 1-re irjuk, és Y-t irunk elé.

5. Ha Y el6tt nincs semmi, akkor toroljiik Y-t, és kész vagyunk.

*
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3.18. példa - Binaris szam unaris alakja
Adjon meg olyan Markov algoritmust, amely egy bemend bindris szdm unaris alakjat adja vissza!

Megoldas:W=({0,1,X,Y,Z,V},H,H,), ahol H elemei:

1.X1 -1X,2.X0 - 0X,3.X—> Y, 4.1Y - 0Y1,5.0Y - Z1V1, 6. 0Z — Z1,
7.1Z—-21,82Z—-1,9.V=>Y,10.Y—> A, 11.1 = X, és

H\={Y — 4} zarbhelyettesités.

Az algoritmus lépései:

1. Asz6elé X-etir.

2. X-et a végére viszi és Y-ra cseréli.

3. Y el6tti bindris szdmot csokkenti, utdni undrist noveli eggyel.
4. Ha van Y el6tt szamjegy, akkor vissza 2-ra.

5. Torli Y-t.

(A feladatot gy is meg lehetett volna oldani, hogy a bindris sz6bdl balrdl jobbra haladva torliink egy

elemet, majd egy elszepardl6 szimb6lum utdn 1év6 1-eseket duplazzuk, és a torolt elemtdl fiiggben
vagy adunk hozza egyet vagy nem, amig a bindris szdm el nem fogy.) %

Amint lattuk a formdlis rendszereket algoritusok megaddsara is haszndlhatjuk, ha egyértelmien
megadjuk hogy adott 1épésben melyik szabalyt és hol kell alkalmazni. Ezzel szemben a generativ
rendszerek teljesen nemdeterminisztikusak, altaldban nem csak az telejsiil, hogy tobb alkalmazhat6
szabdly koziil vélasztunk, de az alkalmazis helye is lehet tobbféle. A kovetkezs fejezetben a
generativ rendszerekbdl szarmaztatott generativ nyelvtan fogalmat ismertetjiik, mely e jegyzet egyik
legfontosabb koézponti fogalma.

3.2. Generativ nyelvtan, Chomsky-féle
nyelvosztalyok

Egy W=(V, Ax, H) generativ rendszerbdl ugy kapunk generativ nyelvtant, ha a V dbécét felbontjuk
koz0s elemet nem tartalmazé nem iires (€s V végessége miatt véges) N és T részhalmazokra ( V=NUT,
NNT=0, N¥0, T+2), az Ax pedig egyetlen, egybetlis, N- beli (dltaldban S- el jelolt) elembdl all, s
minden H- beli szabdly baloldala legaldbb egy N- beli betlit tartalmaz. Formalisan tehét a generativ
grammatika (vagy generativ nyelvan) definiciéja:

1. Definicio. A G=(N, T, S, H) rendezett négyest generativ nyelvtannak (vagy generativ
grammatikdnak) nevezziik, ha N és T diszjunkt véges dbécék, SEN, HC(NUT) N(NUT) x(NUT)". Az N
elemeit nemtermindlis jeleknek vagy valtozé szimbdlumoknak nevezziik, és dltaldban nagybetiikkel
(S, A, B, C, ...) jeloljik. A T elemeit termindlis jeleknek, vagy konstansoknak nevezziik, és
altalaban kisbettikkel (a, b, c, ...) jeloljik. A H elemeit képezd (p, q) rendezett parokat (mint
korabban is) helyettesitési szabdlyoknak nevezziik, és dltaldban p — ¢ alakban irjuk. Az S egy
kitiintetett nemtermindlis jel, amely a G nyelvtanban a generdlds kiindul6 vagy kezdd eleme, mdsnéven
mondatszimbdluma (startszava). %

Most definidljuk, hogy hogyan éllitunk el egy nyelvet egy generativ nyelvtan segitségével, el6szor
most is (kozvetlen) levezethetoséget kell definidlnunk, ez tulajdonképpen megegyezik a generativ
rendszerekben meghatarozott azonos fogalmakkal:

2. Definicié. Egy G generatlv nyelvtanban az re(NUT) SzObOl egy lépésben, vagy kozvetlenul
levezetheto a te(NUT) sz0, ha van olyan p — g helyettesitési szabaly a H- ban és py, p 2€(NUT) ugy,
hogy r=pppa és t=pgp,. Jelolés: r=gt, vagy ha egyértelmlien meghatdrozhat6 a G, akkor r=t.

Egy G generativ nyelvtanban az r sz6bol levezethetd a t sz6, ha van olyan ry, 11, ..., r, véges szdsorozat
a (NUT)*— ban, amelyre teljesiil, hogy ro=r, r,=t és ri=riy; (i=0, 1, ..., n-1). Ezt a rel4ci6t r="1- vel
jeloljiik. Megegyezés szerint minden re(NUT) széra r="r teljesiil.
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A G=(N, T, S, H) generativ nyelvtan dltal generdlt nyelven a T'- beli szavak kovetkez6 halmazat
értjik: L(G)={wlS= w, weT }. %

Ugy is mondhattuk volna, hogy L(G):Lg(G)ﬁT*, ahol L,(G) a G mint generativ rendszer, pontosabban
a (V, {S}, H) generativ rendszer 4ltal generalt nyelvet jeloli. (Tehat vigydzat: Nem tévesztendd Ossze
a G generativ nyelvtan €s a G mint generativ rendszer dltal generélt nyelv, hiszen L(G)CL4(G),
vagyis a két nyelv nem esik egybe: S€L,(G), de SZL(G) !) Ly(G) elemeit, vagyis azon (NUT)
feletti szavakat amelyek az S modatszimbolumbdl levezethetSek, mondatformdknak, N elemeit
nemtermindlis szavaknak, T  elemeit pedig termindlis szavaknak, vagy a nyelvtani analégia miatt
mondatoknak is hivjuk. Egy adott nyelvtan esetén a levezetés sordn mondatformdk szereplenek, igy
a levezetett termindlis sz6t sokszor egyszerlien csak levezetett szoénak fogjuk hivni (amennyiben ez
nem zavaro).

Chomsky nyelvészként a természetes nyelvek leirdsit szerette volna elérni generativ nyelvtanok
segitségével, igy a fogalom megfelel annak, hogy a valtozok a nyelvi fogalmak (ige, fénév, stb.), a
konstansok pedig a sz6tdri szavak elemeinek absztrakcidi. Habdr a természetes nyelvek teljes formalis
lefrdsa ilyen formén a mai napig nem sziiletett meg, a generativ nyelvtanok szerepe igen fontossa valt
a mesterséges nyelvek, igy a szamitdgépek fejlédésével, pl. a programnyelvek formalis leirdsakor.

Elsé példankban kezdetleges szamitdgépes nyelvészeti leirassal probdlkozunk.

3.19. példa - Generativ nyelvtan természetes nyelv ''leirasara"

Legyen G=(N, T, S, H), ahol N={S, (ige), (fonév), (melléknév)}, T={ magyar abécé betiii }, H={S —

(ige), (ige) — (fonév)(ige), (fonév) — (melléknév)(fonév), (melléknév) — az (melléknév), (ige) —
tanul, (fonév) — didk, (melléknév) — engedelmes}.

Tekintsiik a kovetkez§ levezetést.
S=(ige)=(fonév)(ige)=(melléknév)(fonév)(ige)=az (melléknév)(fonév)(ige)
=az engedelmes (fonév)(ige)=az engedelmes didk (ige)=az engedelmes didk tanul.

%z "

Ugyanigy levezethetd "nyelvtanunkkal" példaul: az az engedelmes didk tanul, stb. %

A generativ nyelvtan persze nemcsak nyelvtani elemzésre alkalmas eszkdz. Mint a kovetkezé (M.

Soittola -t6l, illetve M. Penttonen-t8l szdrmaz6) példdk is mutatjak, segitségével eld tudjuk allitani az
0sszes négyzetszamot, illetve a primszdmokat.

3.20. példa - Unaris négyzetszamok

G=({S8,X,Y,Z X1, Xp, Y1, Y1}, {a}, S, {S — a, S - aXX,Z, XoZ — aa, Xa — aa, Ya — aa, X,Z —
Y1YXZ, XX; — X,YX, YX; — YiYX, XY| — X,Y, YY| = Y1V, aX; — aXX¥Xp, Xo¥ — XY,, Yo¥ —
YYZ, YzX i YXQ}.

Az 0sszes négyzetszamot a kovetkezSképp allithatjuk eld:

El6szor bizonyitsuk be hogy a generdlt termindlis szavak hossza eleme lesz az 1, 1+3, 1+3+5, ...,
143+...4(2n-1), ... sorozatnak:

Csoportositsuk a szabdlyokat az aldbbi médon.
(DS —>a,S— aXX,Z,

2) X»Z - aa,

(3) Xa — aa, Ya — aa,

@) Xo,Z - 1 YXZ,
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(5) XX; —» XiYX, YX| - Y YX,

(6) XY, - XY, YY|, - 'Y,

(7) aX| — aXXYX>,

(8) XpY = XY, VoY — YY), Yo X — YX,.

A tovabbiakban (1)-(8) a megfelel6 csoport valamelyik szabdlyat jeloli. (1) (mely a
mondatszimb6lumbdl kiindul6 szabél;;okat mutatja) az a és aXX,Z szavak valamelyikét eredményezi.
Tekintstink a p=aXq:X»Z, qic{X, Y} sz6bdl termindlis szavakhoz vezet§ levezetéseket. El6szor
csak (2) vagy (4) alkalmazhat6. Ha (2) keriilt alkalmazésra, akkor a folytatds egyediili médja (3)
alkalmazasa egész addig, mig egy 1+3+Ig;l hosszi termindlis sz6t nem kapunk. (Mivel a terminélis
abécé egy betlibdl all, minden sz6 meg van hatdrozva a hossza altal.) Ha (4) keriil alkalmazasra, az
aXq;Y\YXZ sz6t kapjuk. A folytatds egyediili mddja az "1" index balra léptetése (5)- el €s (6) egész
addig, amig (7) alkalmazhat6éva vélik. (7) alkalmazasa utdn egy aXXYX»q';YYXZ sz6hoz jutunk, ahol
q'- tugy kapjuk g;- bél, hogy X minden el6forduldsakor Y- t frunk. A "2" index jobbra léptetésének
egyediili lehetdsége a (8), mely a P.1=aXQ;11X2Z, Q;4+1=XYQ';YY szavakhoz vezet. (Megjegyezziik,
hogy (8) eleget tesz a "2" index jobbra 1éptetési kovetelményének, hisz XX — XX, nem sziikséges,
mivel nem fordul el6 két egymast kovets X.) Egy, a kiinduld p; szavunkkal megegyez8 formdji széhoz
jutottunk, s kezd6dhet egy uj ciklus (2) vagy (4) alkalmazdsaval. Kovetkezésképp, lg;.11=lgl+q;[X]+5,
ahol ¢,;[X] jeloli az X betli el6forduldsainak szdmat g;- ben. Mivel vildgos, hogy g;.1[X]=¢i[X]+2,
kapjuk, hogy a generdlt termindlis szavak hosszai elemei az 1, 143, 1+3+5, ..., 1+3+...+(2n-1), ...
sorozatnak.

Masrészt konnyen igazolhatd, és kozismert, hogy n’=1+3+.. AQ2n-1)(n=1,2, ...). fgy L(G):{a"zlnzl,
2,...}.%

3.21. példa - Undris primszamok

G=({S,A, B, C, D, E, Xy, Xo, X3, Y, Yg, Y1, Yo, Y3, Yu, Vs, Y, Yo, Vg, Yol, {a}, S, {S = &% S — a°,
S—a, S »a,S— YVA®X;, Y| - V1A% V1A® > X1A%X,, iAXoA — DY,YiE, iDY, — DYsi, X|DY,
i X]BYS, Y3i i iY3, Y3YiE i Y,'Y3E, Y3Ei i iY3E, Y3EX3 i Y4CX3, iY4 i Y4i, YiY4 i in, (iE{A,
B}), X]B i X1Y5, Y5B i BYS, Y5X2A il Y6X2A, BY6 4 YGA, XY6 i X]A, CX3 g Y7X3, CY7 i Y7A,
BAIX,Y7 — YsATIX, (jE{0, 1, 2)), A*XoY7 — YsA*X), AYs — YsA, BYs — YeA, XiYs — Xi4, XoX3
— Yoa, AYy — Yoa, X1Y9 — aa}). Igazolhat6 hogy L(G)={a’lp -primszdm}.

Az 0sszes primszamot a kovetkez6képp allithatjuk eld: Csoportositsuk a szabalyokat a kovetkezd
modon.

(l)S—>a2,S —>a3,S —>a5,S —>a7,

(2) S - Y1A%;, ¥, - 1A% 7,4° - X,4%X,,

(3) iAX»A — DY,YiE, iDY> — DYqi, X;DY, — X|BY3, Y3i — iY3, Y3Y;E — Y,Y5E, Y3Ei — iY5E, Y3EX3
— Y4CX3, iY4 — Yai, YiYs — iXo, i€{A, B},

(4) X1B — X1Ys, YsB — BYs, YsXoA — YeXoA, BYs — YeA, XY — XA,

(5) CX3 = Y7X3, CY7 — Y74, BAIXoY7 — YA Xo, A*Xo Y7 — YsA*Xo, AYg — YeA, BYy — YsA, X Vs
- XA, je{0, 1,2}

(6) XoX3 — Yoa, AYg — Yoa, X1Y9 — aa.

Az (1)- beli szabdlyok generdljak minden 10 alatti prim n- re az a" alakd termindlis szavakat. A (2)-

beli szabalyok generaljdk minden 9- nél nem kisebb n- re az X1A3X,A™0X; alaki szavakat. A (3)-

(5) szabdlyok tesztelik, hogy n oszthaté-e 3- al, s ha nem, akkor eljutunk az X1A4X2A"'7X3 szohoz.
Ezutan kovetkezik a 4- el oszthatdsdg tesztje. Negativ eredmény esetén X, egyet Iép jobbra. A pozitiv
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3.2.1.

vélasz olyan levezetést eredményez, mely nem vezet termindlis sz6hoz. Ha az oszthatdsagi teszt

eredménytelen, eljutunk az XIA"'3X2X3 sz6hoz, s (6) valik alkalmazhat6va, mely elvezet a”- hez. A
részletesebb bizonyitast mell6zziik. %

A generativ nyelvtan dudlis fogalma az analitikus nyelvtan, amit a generativ nyelvtanhoz hasonl6an,
G=(N, T, S, H) alakban adunk meg, benne N a vdltozo(szimbolumo)k, vagy még mdés néven, a
nemtermindlisok halmaza, T a konstansok vagy termindlisok halmaza, S a mondatszimbélum, H pedig
(mint kordbban) a szabdlyok halmaza. E fogalomndl is hasznéljuk a V=NUT jel6lést , N elemeit
nemtermindlis szavaknak, T  elemeit pedig termindlis szavaknak, vagy a nyelvtani analégia miatt
mondatoknak hivjuk (ugyanigy mint a generativ nyelvtanndl). Szemben a generativ nyelvtannal, itt
azt tételezziik fel, hogy minden H- beli szabdly jobboldala legaldbb egy N- beli betiit tartalmaz.
A G analitikus nyelvtan dltal acceptdlt, vagy elfogadott, vagy még mds néven, felismert nyelven
a T - beli szavak kovetkezé halmazat értjiik: L(G)={w€T*|sz*S }. Itt is mondhattuk volna, hogy
L(G)= a(G)nT*, ahol L,(G) a G mint analitikus rendszer, pontosabban az (NUT, {S}, H) analitikus
rendszer éltal felismert nyelvet jeloli. (Tehat vigyazat: Hasonléan a generativ valtozatokhoz, nem
tévesztendd Ossze a G analitikus nyelvtan és a G mint analitikus rendszer altal felismert nyelv, hiszen
L(G)GL,(G), vagyis a két nyelv soha nem esik egybe!)

Ervényes a kovetkezd tétel, melynek bizonyitdsat az olvaséra bizzuk.

1. Tétel. Tekintsiink egy tetsz6leges G=(N, T, S, H) tetszSleges generativ (analitikus) nyelvtant.
Alkossuk meg hozza az dsszes olyan g — p szabdlyok H' halmazit, melyekre p — g<H. Ekkor a
G'=(N, T, S, H') analitikus (generativ) nyelvtanra L(G ")=L(G).

3.22. példa - Gyakorlé feladat

7z

Az 1. Tétel. felhaszndldsaval, tovabba az el6z6 két példa segitségével készitsiink analitikus

2
nyelvtanokat, melyek altal felismert nyelvek L(G)={a" In=1, 2, ...}, illetve L(G)={a"Ip - primszdm }.
*

A 1. Tétel. alapjan minden (generativ vagy analitikus) nyelvtan befoglalhat6 egy vele ekvivalens
dudlis nyelvtannal alkotott parba. (Nevezetesen, minden generativ nyelvtanhoz tartozik egy vele
ekvivalens analitikus nyelvtan, s megforditva, minden analitikus nyelvtanhoz tartozik egy vele
ekvivalens generativ nyelvtan.) A tovdbbiakban a "nyelvtan" elnevezést fenntartjuk a "generativ
nyelvtan" elnevezés roviditésére. Nyelvtan alatt tehat mindig generativ nyelvtant fogunk érteni (mig
analitikus nyelvtan esetén mindig kitessziik az "analitikus" jelz6t).

Chomsky-féle nyelvosztalyok

A nyelvtan és az ltala generalt nyelv definicidja szerint minden nyelvtanhoz egy egyértelmtien
meghatdrozott nyelv tartozik, de megforditva, egy nyelvet nem csak egy nyelvtannal generalhatunk.

Két nyelvtant (gyengén) ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet generdljak, vagy az altaluk
generdlt nyelv legfeljebb az iiresszéban tér el. Tehat, formdlisan, G és G, (gyengén) ekvivalens, ha
LIGON{A}=L(G)\ {4}

Az ekvivalencia fogalmanak ismeretében kézenfekvonek latszik a kiilonbdz6 nyelvtanokat bizonyos
formai tulajdonsdgok alapjdn osztdlyokba sorolni. Az osztdlyozds alapjét a helyettesitési szabalyok
alakjara vonatkozé megszoritdsok képezik abban a hierarchidban, amelyet az elmélet egyik
megalapozéja, N. Chomsky vezetett be, és amelyet aldbb ismertetiink.

3. Definicié. A G=(N, T, S, H)- t i-tipusii nyelvtannak (i=0,1,2,3) nevezziik, ha az alabbi megszoritdsok
koziil az i- edik teljesiil:

(0) Mondatszerkezetii nyelvtan, (Phrase-structure). A generativ nyelvtan kordbban mar ismertetett
dltaldnos definici6jandl feltettiik, hogy H olyan (NUT) - beli parokbdl 4ll, melyek els6 eleme (azaz a
szabdly baloldala) tartalmaz legaldbb egy nemtermindlist. H- ra ebben az esetben (azaz i=0 esetén)
ezen kiviil nem rovunk ki kiilon feltételt.
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(1a) Szohossznemcsokkento, vagy monoton nyelvtan, (Monotone). Minden H- beli p — ¢ szabélyra
Ipl < gl teljesiil, vagy S — A alakd, de ez esetben, vagyis S — A€H el6forduldsa esetén S nem 1ép fel
egyetlen H- beli szabdly jobboldaldn sem.

(1) Kornyezetfiiggd nyelvtan, (Context-Sensitive). Minden H- beli szabaly vagy p1Ap, — pi1gp; alakd,
aholis py, pr€(NUT) , AeN, ge(NUT)*, (emlékeztetsiil: (NUT)*=(NUT) \{A}) vagy pedig S — A alakii.
Utébbi esetben, azaz S — A€H el6forduldsa esetén S nem 1ép fel egyetlen H- beli szabdly jobboldaldn
sem.

(2) Kornyezetfiiggetlen nyelvtan, (Context-Free). Minden H- beli szabaly A — p alakd, aholis AeN,
pE(NUT)".

(2.5) Linedris nyelvtan, (Linear). Minden H- beli szabdly A — uBv vagy A — u alakd, ahol A, BeN,
u, veT'.

(3) Reguldris nyelvtan, (Regular). Minden H- beli szabdly vagy A — uB, vagy pedig A — u alakd,
ahol A, BeN, ueT". *

A 0-tipusu nyelvtanokat mondatszerkezetii nyelvtanoknak is szokds nevezni, utalva azok nyelvészeti
eredetére. Az la-tipusndl a monoton, illetve széhossznemcsokkentd név onmagédért beszéEl, itt a
levezetés sordn nem csokkenhet a mondatforma hossza (az egyediili S=A1 lehetséges levezetést
kivéve). Az 1-tipusdakat kornyezetfiiggonek nevezziik, az elnevezés itt arra mutat, hogy egy szabdly
egyetlen A nemtermindlis helyébe egy nem iiresszénak a beirdsat jelenti, de csak akkor ha a
nemtermindlis kozvetlen kornyezete egy adott p, p, szépar. (Természetesen megengedett az is, hogy
p1, po barmelyike, vagy akdr mind a kettS iires legyen.) Ures szavat csakis a mondatszimbélum
helyébe tehetiink, s azt is csak egy levezetés legelsd 1épésében teszi lehetévé az 1-tipusd nyelvtan.
Ezt biztositjuk azon megszoritdssal, hogy ha egy 1-tipusi nyelvtanban egy p1Ap, — p1gp> szabdlyban
g=A csak gy lehessen, ha A=S, p1=p,=A (azaz S — 4 szabdlyrdl van szd). S hogy egy levezetés sordn
az S helyébe csak az elsd 1épésben lehessen iiresszot tenni (a tobbi nemtermindlisra ez a lehetéség
is ki van zdrva), az § — A szabdly el6forduldsa esetén kizarjuk annak lehet6ségét, hogy S szabdlyok
jobboldaldn szerepeljen. Utalva arra, hogy a 2-tipusud nyelvtanok esetén egy szabdly baloldalan 4116
nemtermindlis barmilyen kornyezetben helyettesithetd a szabély jobboldaldn 4all6 széval, ezesetben
kornyezetfiiggetlen nyelvtanokrol beszélink. Ez nem 4ll szemben a kornyezetfiiggéssel, hiszen
ott az iiressz6, mint kornyezet is megengedett, mint latni fogjuk inkdbb arrél van szé, hogy a
kornyezetfiiggetlen nyelvtanok a kornyezetfiigg6knek specidlis esetei. Ha egy 2-tipusi nyelvtan
minden szabdlya legfeljebb egy nemtermindlist tartalmaz a jobb oldaldn, akkor eljutunk a linedris
grammatika fogalmédhoz. A linedris nyelvtanok, mint latni fogjuk, a hierarchidban a 2- és a 3-tipus
kozott helyezkednek el. Ha egy linedris nyelvtanban specidlisan az dsszes A — uBv alaku szabédlyban
v=A, akkor 3-tipusd nyelvtanhoz jutunk, amik a jobb-linedris nyelvtan elnevezést innen kaptak.
Hasonl6 médon, ha az osszes A — uBv alakd szabdlyban u=A, akkor bal-linedris nyelvtanokrol
beszéliink.

4. Definici6. Egy nyelvrdl azt mondjuk, hogy mondatszerkezetli (RE) / monoton / kornyezetfiiggd
(CS) / kornyezetfiiggetlen (CF) / linedris (LIN) / jobblinedris / ballinedris / regularis (REG),
ha mondatszerkezetli / monoton / kornyezetfiiggd / kornyezetfiiggetlen / linedris / jobblinedris /
ballinedris / reguldris nyelvtannal generdlhaté. Tovabbd az i=0, 1, 2, 3 értékek esetén azt mondjuk,
hogy egy nyelv i-tipusi, ha van olyan i-tipust nyelvtan, amely azt generélja. %

Egyszertien bizonyithatok a kovetkezd tételek.

2. Tétel. Minden G i-tipusu (i=0,1,2,3) nyelvtanhoz 1étezik egy vele ekvivalens G ' i-tipusi nyelvtan,
amelynek szabdlyai jobb oldaldn a mondatszimb6lum nem 1ép fel.

Bizonyitds. Valéban, ha G=(N, T, S, H) i-tipusu nyelvtan, akkor egy ilyen G ' nyelvtant megadhatunk
G'=(NU{S'}, T, S', H") alakban, ahol S '¢N és H'=HU{S' — pIS — peH}. 1

3. Tétel. Ha az L nyelv i-tipusd, akkor LU{A} is.

v 2

Bizonyitds. Legyen G=(N, T, S, H) egy i-tipusi nyelvtan melyre L=L(G) és melyben az el6z6 tétel
értelmében a mondatszimbd6lum nem fordul el6 egyik szabdly jobboldaldn sem. Ha L tartalmazza az
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tiresszot, LU{A}=L i-tipusu volta automatikusan teljesiil. Ha nem tartalmazza, akkor tekintsiink egy G
nyelvtant, ahol G'=(N, T, S, H") és H'=HU{S — A}. Ekkor a G ' i-tipust nyelvtan generdlja LU{A}-t. 1

3.23. példa - Grammatikak f6bb tipusai 1. példa

Az aldbbi szabdlyok hdnyas tipusi grammatika elemei lehetnek, ha a kisbet(ik terminélist,
a nagybetlik nemtermindlist jelolnek?

A—B

3-as tipust: ez a szabdly X — xY alakd, A=XeN és x=)L€T*, és Y=BeN.

2-es tipusu: X — p alaku, X=AeN, p=BeV*.

1-es tipusi: P1PP, — PQP; alakd, ahol Pj=P,=AcV", P=AeN, Q=BeV".

0-4s tipusu, ahol a szabélyokra nincs megkotés azon til, hogy minden szabdly baloldala tartalmaz
nemterminalist.

(ha nemcsak a 0,1,2,3 tipusokat vizsgaljuk, akkor linedris és monoton is)

A — BC

2-es tipusu X — p alaki, X=AeN, és p=BC€V*.

1-es tipusi: P1PP, — P1QP; alakd, ahol Pi=P,=A€V", P=AeN, Q=BCeV".

0-4s tipusu, ahol a szabélyokra nincs megkotés azon til, hogy minden szabdly baloldala tartalmaz
nemterminalist.

XY — XaB

1-es tipust, P{PP, — P1QP; alakd, ahol Py=XeV", P=YeN, Q=aBeV", P,=AcV .

0-4s tipusu, ahol a szabélyokra nincs megkotés azon til, hogy minden szabdly baloldala tartalmaz
nemterminalist.

ABC — ACB

0-4s tipusu lehet csak, ahol a szabalyokra nincs megkotés azon til, hogy minden szabaly baloldala
tartalmaz nemtermindlist.

(egyébként, ha nemcsak a 0,1,2,3 tipusokat tekintjiik, akkor monoton is)

A=A

3-as tipust: ez a szabdly X — x alakd, A=XeN és x=A€T".

2-es tipusu: X — p alaki, X=AeN, p=/1€V*.

0-4s tipusu, ahol a szabélyokra nincs megkotés azon til, hogy minden szabdly baloldala tartalmaz
nemterminalist.

(ha nemcsak a 0,1,2,3 tipusokat tekintjiik, akkor linedris is. Ha A=S (azaz A a mondatszimbdlum),
akkor egyéb feltételek teljesiilése mellett szerepelhet 1-tipust, vagy monoton nyelvtanban is). %

3.24. példa - Grammatikak fébb tipusai 2. példa

Milyen tipust a G=({S, A, B},{x, y}, S, H) grammatika, ahol H szabdlyai:

S — AB, A — BSB,

A — BB, B — xAy,

B— A B—x B—y.

Megoldas:

S — AB; A — BSB; A — BB; B — xAy megfelel a

0-as, 1-es és 2-es tipusu grammatika kovetelményeinek, de a 3-asénak nem.

B — x; B — y megfelel a 0-ds, 1-es 2-es és 3-as grammatika kovetelményeinek.

B — A pedig a 0-4s 2-es és 3-as grammatika kdvetelményeinek.

Tehat a grammatikdnk minden szabédlya megfelel a 0-ds és 2-es tipusi grammatika kovetelményeinek
is. Ilyenkor azt szoktak nézni, hogy melyik a legnagyobb index, amelyhez tartozé kovetelményeinek
a teljes szabdlyhalmaz eleget tesz. Ez alapjdn a nyelvtanunk 2-es tipust. %
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3.25. példa - Grammatikak fébb tipusai 3. példa

Milyen tipusu a kovetkezd grammatika?

G=({S, A, B},{a}, S, H), ahol H szabdlyai a kovetkezdk:
S — ABa, AB — AaBB,

B — aaa, S — AS,

AAS — ABS.

Megoldas:

S — ABa (0-as, 1-es, 2-es)

AB — AaBB (0-as, 1-es)

B — aaa (0-as, 1-es, 2-es, 3-as)

S — AS (0-as, 1-es, 2-es)

AAS — ABS (0-as, 1-es)

Grammatikank eleget tesz a 0-ds és az 1-es tipus kovetelményeinek,
ezért a grammatikank 1-es tipust lesz. %

3.26. példa - Grammatikak f6bb tipusai 4. példa

Hanyas tipusu a kovetkezd grammatika?

G=({S, A B}, {a b c}, S H),ahol H szabdlyai a kovetkezok:

S — ABc, A — aB,

A — Bc, B — dAc,

B — bc.

Adjuk meg az Osszes hatbetlis szt a grammatika dltal generalt nyelvben!

Megoldas:
Az 0sszes szabdly eleget tesz a 0-as, 1-es és a 2-es tipus kovetelményeinek,
ezért 2-es tipusu a grammatika.

Most hatdrozzuk meg a hatbetiis szavakat!

El6szor is azt kell megallapitsuk, hogy a grammatika szabdlyai koziil a baloldal mindenhol
rovidebb, mint a jobboldal, vagyis egy sz6bdl sehol sem kapunk rovidebbet (s6t, mindig
szigordan hosszabb mondatformat kapunk), tehat a levezetéseket elég hatbetlis szavakig nézni,
és azok koziil azok lesznek a grammatika 4ltal generélt nyelvben, melyek csak terminélist
tartalmaznak.

A levezetés els6 1épése mindenképpen az S — ABc lesz.

Az A helyére vagy Bc vagy aB kertilhet csak.

Mindkét esetben lesz egy négybetiis szavunk, melyben lesz két termindlis

és két B nemtermindlis. B helyére csak bc keriilhet, mert kiilonben tigy kapunk hatbetiis sz6t,
hogy még marad benne nemterminalis.

Ezért a levezetéseink a kovetkezok lesznek:

S = ABc = aBBc¢ = abcBc = abcbcece,

S = ABc = BcBc = becBe = becbcec.

Természetesen van még ezen kiviil tobb levezetés is, de az

csak a nemtermindlisok helyettesitésének sorrendjében tér el. %

3.27. példa - Grammatikak fébb tipusai 5. példa
Milyen tipusi a G=({S, A, B}, {0, 1}, S, {S - AB,A — 0B1,0B — 011, 1B — 11BS, S — \})?
Megoldas: A 0B — 011 és 1B — 11BS alaku szabalyok miatt csak 1- és O-tipusui lehet. Az S — A

szabdly miatt lehetne 1-tipust a nyelvtan, ha S nem szerepelne egyik szabdly jobboldaldn sem, de
mivel 1B — 11BS szabdlyra ez nem teljesiil, a nyelvtan O-tipusu.
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3.28. példa - Grammatikak fébb tipusai 6. példa

Hanyas tipusu a kovetkezd grammatika?

G=({S}L{x y, + %), (}, S, H), ahol H szabdlyai a kovetkezdk:
S—>85+5, S —>85*%5, 5= (), S—=x S—y.

Adjunk meg az y*(x+y) sz6 egy levezetését!

Megoldas:

S — S+S8; S — §*S; S — (S) lehetnek 0-4s, 1-es és 2-es tipusi szabalyok.

S — x; § — y pedig 0-4s, 1-es, 2-es és 3-as tipusu szabdlyok, vagyis minden

szabdly eleget tesz a 0-4s 1-es és a 2-es tipus kovetelményeinek, tehdt a grammatika 2-es
tipusu lesz.

Az y*(x+y) sz6 egyik levezetése a kovetkezd:
S = 5% = y*S = y*(S) = yH(S§+S) = y*(x+S) = y*H(x+y) *

3.29. példa - Grammatikak f6bb tipusai 7. példa

Adott a G=({S,A,B,C },{a,b },S, H) nyelvtan, ahol H szabdlyai:

S—aS, S— baA, A —» aA, A — baaB,

B— aB, B— b, B— baaaC, C — aC, C = a.

Milyen tipusi? Adjuk meg az aabaabaaabaaaa sz6 levezetését!

Megoldas:

A nyelvtan szabdlyait megnézve, lathatjuk, hogy az Osszes szabdly eleget tesz a
0-as, 1-es, 2-es és 3-as tipust nyelvtanok kovetelményeinek,

tehdt a nyelvtan 3-as tipusu.

A generdlds az elsd két szabdly valamelyikével kezd6dhet.

Mivel a keresett sz6 a-val kezdddik, ezért az 1. szabdlyt kell haszndlnunk el6szor.

Az els6 szabély n-szeri (n tetsz8leges nem-negativ egész) alkalmazasaval a"S-et kapunk.
Ahhoz, hogy az § szimbdlum eltlinjon a mondatformabdl a masodik szabaly haszndlatdra
van sziikség.

Ennek alkalmazasa utan a"baA-hoz jutunk.

Ezutan olyan A-bdl kiindulé szabdlyt kell keresni, ahol a kovetkezik a nyil utan.

Ezért a 3. szabaly m-szeri alaklmazaséval a"baa™A-t kapunk.

Majd a negyedik szabdllyal: a"baa™baaB-t.

Ezutdn harom alkalmazhat6 szabaly van.

Az 6t6dik k-szori alkalmazdsa az a"baa™baad"B alakhoz vezet.

Ekkor a levezetés befejezheté a B — b szabdllyal: a"ba abaad®b.

Alternativaként a B — baaaC szabillyal folytathat6 a levezetés: d"bad"baad"baaaC.
Ekkor a C — aC j-szeri alkalmazésa az a"baa"baa d*baaa dC formahoz vezet, a levezetés
ekkor az utolsé szabdllyal fejezhetd be: a"baabaad*baaad’a eredménnyel.

A levezetéseket graf segitségével is szemléltethetjiik. Ebben az esetben az aabaabaaabaaaa
sz6levezetését a kovetkezd fa reprezentdlja:
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3.30. példa - Grammatikak f6bb tipusai 8. példa

Adotta G=({ S,A,B }, { a,b }, S, H) nyelvtan, ahol H={S - a A, A — Sa,

A— a,8S— bB,B— Sh,B— b,S— a, S— b }.

Milyen tipusi? Mely nyelvet generdlja?

Adjuk meg az abbabba sz6 levezetését fa alakban!

Megoldas:

Amint latjuk a szabdlyok kozt van jobb-, illetve bal-linedris alakd is, ezért a megadott
grammatika nem reguldris. Az viszont minden szabdlyra teljesiil, hogy a nyil utdn legfeljebb egy
nemtermindlis betli szerepel. Tehét a nyelvtan linedris.

A nyelvtan szabdlyait csoportokban vizsgédlhatjuk.

Az els6 szabdly alkalmazdsa utdn a masodik vagy harmadik szabdlyt is fel kell haszndlnunk a
levezetésben.

Az els6 utdn a harmadik szabdllyal a levezetés befejez6dik, az S szimbdélum helyére aa keriil igy a
levezetésben.

Az els6 és a masodik szabdlyok az eredeti S-t aSa-val helyettesitik.

Hasonl6an a kovetkez6 harom szabdly az S szimbdlumot a bSb, illetve a bb szavakkal helyettesitheti.
Ezek alapjan konnyen beldthatd, hogy a generdlt sz6 az elejérdl olvasva éppen ugyanaz, mint

a végérol visszafelé olvasva.

Az is latszik, hogy az {a,b} dbécé felett minden ilyen szt elallit a nyelvtanunk.

Az utolsé két szabdly a paratlan hosszisagu ilyen tulajdonsdgu szavak levezetésének
befejezesében jatszik szerepet.

Ezt a nyelvet egyébként a kétbetlis 4bécé feletti palindrom nyelvnek nevezziik.

Az dbra az abbabba 576 levezetési fajat mutatja.
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3.31. példa - Grammatikak f6bb tipusai 9. példa

Legyen adott G=({S, A,B,C },{a,b }, S, H) generativ nyelvtan, ahol H={ S — SS, S - AB,
S—AC,S— SB,A—a B— b}.

Milyen tipusu ez a nyelvtan? Mely nyelvet generdlja?

Adjuk meg az abaababbaaabbb sz6 levezetési fajat!

Megoldas:

A nyelvtan kornyezetfiiggetlen.

Az utolsé két szabdly alapjan az A, illetve a B szimbdlumok az a és b terminalisoknak felelnek meg.
A masodik, illetve a harmadik és negyedik szabalyok hasznélata egy-egy A és B szimb6lumot vezet
be, mégpedig ugy, hogy az A a B el6tt szerepel. A nyelv minden szavdban megegyezik tehat az a és b
betiik szdma.

Masrészt az is igaz, hogy a nyelv egy szavdnak minden kezd&szeletében legaldbb annyi a van, mint
ahény b.

(Ez a nyelv egyébként a kétbetiis abécé folotti Dyck-nyelv, vagyis a zardjelek nyelve.

Zardjelei: a a nyit6; b pedig a zar6 zardjeleket jelenti.)

Az dbra mutatja az abaababbaaabbb sz6 levezetési fajat.
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3.2.2. A Chomsky hierarchia

Definici6 szerint azonnal lathatd, hogy minden 3-tipusu nyelvtan egyben linedris, és minden linedris
nyelvtan egyben 2-tipusu is, valamint minden 1-tipusud nyelvtan monoton és minden monoton nyelvtan
egyben O-tipusu is. Az is nyilvdnvald, hogy minden 2-tipusd, linedris vagy 3-tipust nyelvtan egyben
O-tipusu is. Nézziik meg az 1-tipusu és a 2-tipust nyelvtanok kozotti kapcsolatot.
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4. Tétel. (Uresszé-lemma). Minden kornyezetfiiggetlen G grammatikdhoz megadhaté olyan G'
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, hogy L(G)=L(G ") (azaz az éltaluk generdlt nyelv ugyanaz), s ha A¢L(G),
akkor a G - beli szabdlyok jobboldaldn A nem fordul el6. Ha viszont AeL(G), akkor az egyetlen G - beli
szabdly aminek jobboldala az liressz6 S ' — A, ahol S ' a G ' mondatszimbdlumat jeloli. Ezesetben, azaz
AeL(G") fenndlldsa esetén viszont S' (azaz a G ' mondatszimbdéluma) nem fordulhat el6 egyetlen G '-
beli szabdly jobboldaldn sem. Ennek megfelelGen, tahat G ' nemcsak kornyezetfiiggetlen, de egyben
a kornyezetfiigg6 definicionak is eleget tesz.

Bizonyitds. Legyen G=(N, T, S, H) 2-tipust nyelvtan. Megszerkesztiink hozzd egy G|=(N, T, S,
H)) grammatikat a kovetkez6 moédon. Definidljuk az U; halmazokat (i=0,1,...) a kovetkezd moédon:
eloszor az Uj={AlA — AeH}, majd az U, ;=UU{AIA — peH, peU,-*}, i 2 1 halmazokat. Mivel
U,cU,C...UC...CN, és N véges, azért 1étezik olyan k, hogy U;=Uy,1. Az U; (i=1, 2, ...) halmazok
konstrukcidja alapjan ekkor lathatd, hogy minden m pozitiv egészre Ui=Up,,,. Jeloljik ezt U- val,
tehat U=Uy. Erre az U- ra ekkor A="2 akkor és csak akkor ha AeU (AeN), azaz AeL(G) akkor
és csak akkor ha SeU. Tekintsiik most azt a G1=(N, T, S, H;) grammatikit, amelyre A — p1eH;
pontosan akkor, ha p;#4 és van olyan A — peH, hogy p1=p, vagy p; elddllithté p- bdl ugy, hogy
p- bdl U- beli elemet vagy elemeket hagyunk el. p- bdl tehat egy ilyen p; sz6t igy szarmaztatunk,
hogy alkalmas U- beli (nem feltétlen egymdstdl paronként kiilonbozd) Ay, ..., A, nemtermindlis
betiikre és (NUT)*- beli g1, ...qm+1 Szavakra p=qiA;...¢nAngm+1 mellett p1=qy...q,+1 fenndlljon.
Ekkor nyilvanval6, hogy L(G{)CL(G)\{A}. De megforditva, L(G)\{A}CL(G) is fenndll, hisz ha
S=>*p és p#A, akkor fenndll peL(G") is, mivel a p- nek egy G- beli levezetése esetén minden A — A
alaki szabdly alkalmazdsa helyett vehetjiik a megfelels Hi- beli szabdlyokat. Igy azt kaptuk, hogy
L(G)\{A}=L(Gy). Ha tehat A¢L(G), akkor G - ként G- et vdlaszthatjuk. Ha pedig AeL(G), akkor egy
4j §' (¢NUT) szimbo6lumot valasztva vegylik a G'=(NU{S'}, T, S', HHU{S' — §, S' — A}) nyelvtant,
mely ezesetben nyilvanvaldan eleget tesz a tételbeli tulajdonsdgoknak, igy a tétel bizonyitast nyert. I

Lathatjuk tehat, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvek generdlhatéak olyan (kornyezetfiiggd)
nyelvtanokkal, melyekben minden szabdly bal oldaldnak hossza egy.

A fenti tételiink alapjin konnyen lathatd, a Chomsky-féle nyelvosztilyok aldbbi hierarchidja:
REGCLINCCFCCSCRE.

z 2z

Ez a hierarchia val6jdban élesebb, de ezt a késGbbiekben az adott nyelvosztilyok vizsgélatakor fogjuk
bizonyitani.

A jegyzet sordn e hirarchia nyelvosztélyait is sorra vessziik, és kiilonb6zd fontos tulajdonsdgaikat
viszgéljuk, ezeket a problémakoroket ismertetjiik a Problémakorok alfejezetben.

32



Formalis rendszer és
néhany f6bb tipusa

3.32. példa - Uresszé-lemma 1. feladat

G=({S, A, B},{x, ¥}, S, H), ahol H a kovetkezd szabdlyokbdl all:
S — AB, A - BSB, A — BB, B — xAy,
B— A B—x B—y.

El6szor nézziik meg, hogy az iiressz6 benne van-e a G 4ltal generalt nyelvben!

U,:={B} - azok a nemterminélisok, amelyekbdl A kozvetleniil megkaphaté.
U,:={A,B} - azok a nemtermindlisok, amelyekbdl U; -beli szavak kozvetleniil megkaphat6ak!
Us:={S, A, B} - azok a nemtermindlisok, amelyekbdl U, -beli szavak k6zvetleniil megkaphat6ak.

Mivel Us a nyelvtan 0sszes nemtermindlisat tartalmazza, ezért U:=U3=Us=Us=...

Tehat U-beli nemterminélisokbdl kaphat6é meg az iiresszo.

Mivel SeU, ezért az iiressz6 benne van a G altal generalt nyelvben.

Készitsiik el a G'=({S, S, A, B},{x, y}, S, H') grammatikét, ahol H' a kovetkezd szabalyokbdl all:

I. "= S, §"— A. Ez a két szabdly azért keriilt be a H' szabdlyai k6z¢, mert AeL(G), ezért AeL(G')-
nek is teljesiilnie kell!

II. Most vegyiik azokat a H-beli szabdlyokat, amelyekben nem a A szerepel a jobboldalon. Ezek a kovetkez6k:
S—-AB,A— BSB,A — BB, B— xAy, B—x, B—y.

II1. Es vegyiik még azokat a szabdlyokat, amelyek H-ban nem szerepeltek, és amelyeket gy kapunk,
hogy H-beli szabdlyok jobb oldaldrdl az osszes lehetséges mdédon
elhagyjuk U halmaz nemterminalisait, figyelve azonban arra, hogy a jobb oldalon A ne maradjon
magdaban:
S—>A S—B,
A—>BS,A—>SB,A—-B A—>S,
B — xy.

*

3.33. példa - Uresszé-lemma 2. feladat

Készitsen a kovetkezd grammatikaval ekvivalens 1-es tipust grammatikat!
G=({S, A, B, C, D}, {a, b}, S,H), ahol H szabdlyai:
S—-AB,A—-CB,A—SS,A—a B—A,

C—-D D— A D—b.

Megoldas:

U={S,A,B,C,D}

Se U, ezért he L(G), vagyis Uj kezdészimbdélumot kell bevezetni.
G'=({S’S, A, B, C, D}, {a, b}, S', H'), ahol H' szabailyai:

I. §'— Sés S — A, mert ke L(G)

II.S—>AB,A—-CB,C—>D,A— SS5,A — a, D — blesznek azok a szabalyok H-bdl melyekben
nem A van a jobboldalon.

mS—-A S—B A— C, A— B A — S lesznek az 4j szabalyok, amelyeket H-beli szabalyok jobb
oldalardl U-beli nemtermindlisok elhagydsdval kapunk.

Ez a grammatika ekvivalens a G grammatikdval, de mar 1-es tipusu. %
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3.34. példa - Uresszé-lemma 3. feladat

Kiiszobolje ki a torl6 szabdlyokat a G=({S, A, B}, {a, b}, S,H) grammatikabol!
H={S—> A, S— AB,A —> SAB,A — a, B— S, B — b}.

Megoldas:

A feladat az Uresszé-lemma alkalmazasaval oldhaté meg:
U={S, B}

SeU, ezért LeL(G), vagyis Uj kezdészimbdlumot kell bevezetni.
G'=({S'’S, A, B}, {a, b}, S', H'), ahol H' szabdlyai:

I. §'"—> SésS — A, mert AeL(G).

II.S - AB, A - SAB,A — a, B— S, B — b lesznek azok a szabdlyok H-bdl, amelyekben nem A
van a jobboldalon.

.S - A, A — SA, A — AB lesznek az 1j szabalyok, amelyeket H-beli szabalyok jobb oldalarél
U-beli nemtermindlisok elhagyasaval kapunk.
(Az A — A alaki szabdlyt nyugodtan elhagyhatjuk, mivel levezetés szempontjabdl nincs hatdsa.)

*

3.35. példa - Uresszé-lemma 4. feladat

Kiiszobolje ki a torl6 szabédlyokat a G=({S, A, B, C, D, E},{a, d}, S,H) grammatikabol!
H={S —>SA, S > BS,A—a, B— CDE, C - DddE, C - d, C— A D—E, D — d,
E— 1}.

Megoldas:

A feladat az Uresszé-lemma alkalmazasaval oldhaté meg:

U={B, C, D, E}

S¢U, ezért M¢L(G), vagyis nem kell 1j kezd6szimbdlumot bevezetni.
G'=({S, A, B, C, D, E}, {a,d}, S, H'}), ahol H' szabdlyai:

I. Azok a szabdlyok H-b6l melyekben a jobboldal nem A:
S—SA,S—>BS,A—a B— CDE,C— DddE,C—>d D—E D—d

II. Az uj szabdlyok, melyeket U-beli nemtermindlisok elhagyéasaval kapunk:
B—-CD,B—CEB—-DEB—CB—D B—E,
C > ddE, C — Ddd, C — dd (S — S alaku szabdlynak nincs jelentdsége.)

*
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3.36. példa - Uresszé-lemma 5. feladat

Hozza a G=({S, A, B, C}, {a, b}, S,H) grammatikat 1-es tipusura!
H={S - ASC, S - BA,B— ACB,B— AA,C - bB,A - A, A —> a, B— ba}.

Megoldas:

U={S, A, B}

SeU, ezért LeL(G), vagyis Uj kezd6szimbdlumot kell bevezetni.
G'=({S’S, A, B, C}, {a, b}, S', H'), ahol H' szabdlyai:

I §'— SésS — A, mert \eL(G).

II. S=-ASC,S— BA, B— ACB,B— AA, C—> bB,A — a, B— ba
lesznek azok a szabalyok H-bdl amelyekben nem A a jobboldal.

.S —-AC S—-SC,S—-C S—AS—-BB—->CBB—-ACB—-CB—-AC—bD
lesznek az 1j szabélyok, amelyeket U-beli nemtermindlisok elhagydsaval kapunk.

*

3.3. L-rendszerek

A Markov-féle normdl algoritmus esetén minden lehetséges 1épésben egyértelmiien meg volt
fogalmazva, hogy melyik szabdlyt és hol kell alkalmazni (illetve, ha kiszdmoltuk a megoldést, és
nem folytatédik a szdmitds). Ezzel szemben a generativ nyelvtanokndl sem az hogy melyik szabdlyt
(tobb alkalmazhat6 is lehet egyszerre), sem az hogy hol (egy adott szabdly az aktudlis mondatforma
tobb helyén is alkalmazhat6 lehet ugyanakkor) kell alkalmazni nincs egyértelmiien megadva, vagyis a
nyelvtanok nemdeterminisztikusak. Viszont minden eddigi kordbban ismertetett rendszerre teljesiilt,
hogy minden id6pillanatban pontosan egy szabdlyt pontosan egy helyen alkalmaztunk, vagyis az eddig
targyalt rendszerek szekvencidlis miikodéstiek. Ebben a fejezetben egy olyan modellt vizsgdlunk meg,
amely alapvet&en parhuzamos.

Aristid Lindenmayer (1925-1989), a Fasori Gimnaziumba (Budapesti Evangélikus Gimnizium)
jart, hasonl6éan tobb magyar Nobel-dijashoz (pl. Wigner Jend), vagy Neumann Janoshoz. Kés6bb
Hollandidban tevékenykedd bioldgusként eldszor bizonyos algafajok novekedési mintdzatainak
lefrasara alkalmazott formalis rendszereket, majd ezeket a matematikai eszkozoket magasabb szinti
novények fraktilszerkezetének leirdsara alkalmaztak.

5. Definicio. Egy L-rendszer (Lindenmayer-system, L-system) egy parhuzamos atir6 rendszer LS=(T,
s, H), ahol T egy véges dbécé, seT (axiéma), H pedig a — ralaki (a€T, reT ) 4tir6 szabalyok halmaza.

Az alap L-rendszerekben minden a€T bet{ihoz pontosan egy 4tir6 szabdly (esetleg a — a alaki) 1étezik.
Egy levezetési 1épésben az adott mondatforma/sz6 (axioma) minden betijét helyettesitjiik a megadott
atirasi szabalyok alapjan, igy 1étrehozva a kovetkezd mondatformat/szat.

Az LS rendszer altal generdlt nyelv tartalmazza az 6sszes olyan sz6t (beleértve az axidmadt is) amely
véges sok 1épésben generdlhat6 az axidmabal.

3.37. példa - Fibonacci szavak

Legyen ({a, b}, a, {a — b, b — ba}) L-rendszer. Ekkor konnyen ellendrizhetS, hogy az ezzel a
rendszerrel generdlt nyelv elsd néhany szava: a, b, ba, bab, babba, babbabab, ... Ez a Fibonacci
szavak nyelve.

Figyeljiik meg, hogy az egymadst kovetd szavak hosszai éppen a Fibonacci szdmok (az f{0)=1, f(1)=1,
S)=f(i-1)+£(i-2), (i>1- re) rekurziv képlettel definidlt sorozat). Masrészt a szavak felépitése is hasonlit

27z

a szamsorozatot el6allit6 képlet alkalmazdsara: w(0)=a, w(1)=b, w(@)=w(i-1)w(i-2) . %
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3.38. példa - Fraktalgeneralas L-rendszerrel

A Cantor-halmaz egyike a jol ismert fraktdloknak, ennek egy eldéllitdsa torténhet a kovetkezd L-
rendszer segitségével: ({0,1}, 1, {1 — 101,0 — 000}).

A generdlds folyamata: 1, 101, 101000101, 101000101000000000101000101 jobban kovethetd a
kovetkezd képen, ahol 1 jelzi a szakaszokat, O pedig azok hidnyat:

A levezetést a végtelenségig folytatva (hatarsetben) megkapjuk a Cantor altal definialt fraktalt. %

Novények formdjat, hasonléan, néhiny egyszerti atir6 szabdllyal tudjuk koédolni, valészintileg a
természet is hasonl6képpen kédolja a kifejlett novény felépitését a novény géndllomanydban. A
kovetkezSkben egy egyszert ilyen jellegli példat mutatunk.
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3.39. példa - Kétdimenzios rajz L-rendszerrel

q Ll },|,H), ahol a H szabdlyhalmaz elemei:

BN

A generdlds els6 néhdny 1épése:

|
14

| N 77
1 7 7_
| | Il 7
| A | I/
| I | |

=1 =1 =I = ||

*

Természetesen rengeteg valtozata van az L-rendszereknek, itt csak a legalapvetébb valtozatot
ismertettiik roviden.

3.4. Problémakorok

Az aldbbiakban attekintjiik, hogy a jegyzetben a kiilonbozé tipust nyelvekkel kapcsolatban mi is
érdekel minket. Altaldban adott nyelvosztdlyra illusztrativ példat is adunk, valamint bizonyitjuk a
Chomsky-féle hierarchia szigorisdgit. Egyes nyelvosztilyok tulajdonsigai erdsen kiilonbozhetnek
egymadstol. Ebben a jegyzetben éltaldban a kovetkezd tulajdonsdgokat fogjuk vizsgalni.

3.4.1. Normalformak (Normalalakok)

A monoton és a O-tipusd nyelvtanokban a termindlis szimbdlumokat is atirhatjuk, itt a terminélis
és nemtermindlis szimbolumoknak a megkiilonboztetése inkdbb csak azért fontos, hogy lassuk,
készen vagyunk-e a levezetéssel (csak termindlisokbdl all az aktudlis modatforma), vagy van benne
nemtermindlis, ahol még szabdlyt kell alkalmaznunk ha be akarjuk fejezni a levezetést (az mas
kérdés, hogy nem feltétleniil lehet befejezeni minden levezetést). A tovabbiakban belatjuk, hogy
minden nyelvtannal van olyan ekvivalens, amiben termindlis szimbdélumokat nem irunk &t, vagyis
a termindlis szimbdlumok tényleg termindlisak, véglegesen ott maradnak a levezetésben, mig a
valtozdkat természetesen at kell frnunk egy termindl6 levezetés soran.

Azt mondjuk, hogy egy nyelvtan (termindlis) normdlis alakban van, ha a helyettesitési szabalyokban
termindlis jelek csak A — a (AeN, aeT) alaku szabalyokban fordulnak eld.

5. Tétel. Minden G=(N, T, S, H) nyelvtanhoz megadhat6é egy vele ekvivalens G'=(N', T, S, H")
nyelvtan ugy, hogy az altaluk generalt nyelvek megegyeznek: L(G)=L(G "), tovdbba minden H '-
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beli szabdly, amely termindlis jelet tartalmaz, A — a alakd, ahol AeN, aeT. Emellett G' nyelvtan
ugyanolyan tipusd, mint G, kivéve, ha G reguldris, vagy linedris.

Bizonyitds. Minden egyes a€T termindlis jelhez vezessiink be 4j D,¢N nemtermindlist, és legyen
N'=NU{D,lacT}. A H'- beli szabalyokat adjuk meg gy, hogy a H szabdlyaiban minden nem A — a (
A€eN, aeT) alaki szabdlyban az a termindlis helyére a megfelels D, valtozaét irjuk. Ezenkiviil a H '- beli
szabdalyok kozé még felvessziik az D, — a alaki dj szabdlyokat (minden a€T esetén). Az igy kapott
H ' nyilvan rendelkezik a kivént tulajdonsédggal.

Az ekvivalencia bizonyitasahoz el6szor megmutatjuk, hogy L(G)CL(G ). Legyen w=aa;...acL(G).
Ekkor a G 'nyelvtanban levezethet6 a megfeleld D D,. .. Dy nemterminalis sz6, és az D, — a szabélyok
segitségével ebbdl a w- t megkaphatjuk. Ha tovdbba A€L(G), akkor a G- ben a megfelel szabalyok
alkalmazasaval ugyancsak megkapjuk A- t.

Most lassuk be, hogy L(G ")CL(G). Legyen h:(N 'UT)* - (NUT)* homomorf leképezés a kovetkezd
modon értelmezve:

- h(D,)=a, (minden a€T esetén) illetve
- h(r)=r, re(NUT).

Ekkor barmely két p, ge(N 'UT)* széra a p= q relaciobdl kovetkezik, hogy vagy h(p)=h(q), vagy
h(p)=ch(g). Ha ugyanis a G nyelvtanban a p- bdl a g tgy adddik, hogy valamelyik D, — a szabdalyt
alkalmazzuk, akkor h(p)=h(q). Ha pedig H'- nek egy olyan szabalyat alkalmazzuk, amelyet egy H-
beli szabalybdl nyertiink, akkor nyilvan h(p)=gh(q). Tehat mindkét esetben p= g relaciobol a
h(p)=ch(q) kovetkezik. Legyen most peL(G "), akkor S=gp, mert S=h(S)= ¢ h(p)=p, amivel a tételt
bebizonyitottuk. I

A tovédbbiakban kiilonboz6 tipusi nyelvtanokhoz ennél joval er6sebb megkotéseket tartalmazéd
normdlformékat is fogunk bemutatni. Az egyik fontos kérdés az lesz, hogy mennyi korldtozast
tehetiink adott nyelvtanosztily szabélyaira, ahhoz, hogy tovabbra is generdlhassuk a nyelvosztaly
tiresszomentes nyelveit, azaz minden adott tipust nyelvtannal legyen ekvivalens amire a korlatozas
fennall.

Levezetések szerkezete

27z

Mivel a levezetés kozponti fogalom egy nyelvtan altal generdlt nyelv el6allitisdban, érdemes
megvizsgalnunk a lehetséges levezetések szerkezetét. A levezetéseket grafokkal fogjuk dbrazolni, a
levezetési graf alakja (pl. fa) nemcsak szemléletes, de elméleti €s gyakorlati fontossdggal is bir. Mindez
szorosan Osszefiigg a kovetkezbkben ismertetendd széproblémaval is.

A szoprobléma és a szintaktikai elemzés

Ha adott egy nyelv (pl. nyelvtan segitségével definidlva), akkor annak eldontését, hogy egy adott w
sz6 benne van-e a (generalt) nyelvben, az adott nyelvhez (nyeltanhoz) tartozé széproblémanak hivjuk.
Altalaban nemcsak egy konkrét nyelv érdekel minket, hanem az hogy adott nyelvosztaly esetén hogyan
oldhaté meg (illetve megoldhat6-e egyéltalan) a széprobléma. Ezt eldonteni, illetve erre hatékony
algoritmust megadni érdekes és fontos része a formalis nyelvek elméletének.

Hanem csak igen/nem valaszt varunk el, hanem igen valasz esetén azt is hogy egy lehetséges levezetést
is megadjon az algoritmus, akkor szintaktikai elemzésrdl beszéliink.

A mesterséges intelligencidban szokdsos moédon allapottér graffal szemléltethetjiik az Osszes
lehetséges levezetést egy adott nyelvtanban: a gyokér csics cimkéje az S mondatszimbdlum, és
barmely csticsbol igy szdrmaztathatjuk annak "utédait", hogy a csiics cimkéjében levé mondatformara
valamely levezetési szabalyt alkalmazzuk valamely alkalmas helyen. Ilyenkor grafikusan irdnyitott
élt hizunk az adott csticsbol abba amelyben, mint cimke, az dj mondatforma taldlhat6. Mivel
barmely (véges) mondatforma esetén csak véges sok szabdly és véges sok helyen alkalmazhatd,
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igy felsorolhatjuk az 6sszes olyan mondatformat, amaly létrejohet a mar meglevé mondatformakbol
egy lépésben. Ez alapjan a graf alapjan kereshetiink vdlaszt a formadlis nyelvek elméletének
egyik legfontosabb problémdjara, a széproblémdra: Ezt a problémat a kovetkezé formdban is
megfogalmazhatjuk: egy adott L nyelv és egy adott w sz6 esetén milyen feltételek mellett
donthetd el algoritmikusan az, hogy weL relacié teljesiil-e vagy sem. Konnyi észrevenni, hogy
végtelen nyelvek esetén a grafnak végtelen sok levél eleme van, s6t azok mélysége (vagyis
a legrovidebb, a gyokércsicsbdl induld és az adott levélcsicshoz tartd irdnyiott tt, vagyis a
legrovidebb levezetés, hossza) sem korldtos. A szoprobléma eldontése ezeknek a levélelemeknek
az egyenkénti megvizsgalasat jelentené, ami altaldban algoritmikusan nem megoldhaté. Azonban
specidlis esetekben, példdul a sz6 hosszit nem csokkentd nyelvtanok (monoton nyelvtanok) esetén
a levezetési grafoknak csak egy véges részgrafjat kell a vizsgdlatunkba bevonni, ami garantdlja a
probléma algoritmikus eldonthet&ségét.

Nyelvosztalyok és automataosztalyok

kapcsolata

3.4.5.

3.4.6.

Egyik kozponti feladatunk a kiilonb6zd nyelvosztilyok elfogaddsara alkalmas automataosztilyok
feltérképezése, vagyis, hogy adott nyelvosztilyba tartozé nyelveket milyen automatdkkal lehet
elfogadni. Néhdny nyelvosztily esetén egyéb specidlis, alternativ, a nyelvosztalynak megfeleld leirast
is fogunk adni a benne szerepl6 nyelvekre.

Nyelvosztalyok tulajdonsagai

Az, hogy egy adott formadlis nyelv milyen nyelvosztdlyba tartozik, nem donthet6 el minden egyes
nyelv esetén konnyen. Néhdny nyelvosztly esetén segitséget jelenthet, ha olyan tulajdonsagot tudunk,
ami a nyelvosztdly minden egyes nyelvére teljesiil. Ha sikeriil bizonyitani, hogy az adott nyelvre ez a
tulajdonsdg nem teljesiil, akkor nem tartozhat az adott nyelvcsalddhoz.

Egy adott nyelvosztdly tulajdonsigait vizsgdlva érdekes informéciét hordoznak a zartsagi
tulajdonsagok.

Azt mondjuk, hogy egy nyelvosztily zart egy nyelvmiiveletre nézve, vagyis a mivelet nem vezet ki
az adott nyelvosztalyb6l, ha barmely a nyelvosztilyhoz tartozé (ugyanazon abécé felett értelmezett)
nyelvekre a miveletet elvégezve az igy létrejott (Gj) nyelv ugyancsak az adott nyelvcsaladhoz tartozik.
Ha vannak olyan nyelvei az adott nyelvosztilynak, amikre a 1étrejovd nyelv mar nem eleme az adott
osztalynak, akkor a nyelvosztaly nem zart az adott miiveletre nézve, gy is mondhatjuk, hogy az adott
miivelet kivezet az adott nyelvosztialybol. Fontos kérdés, hogy egy adott nyelvosztily zart-e egyes
nyelvmiiveletekre nézve.

Minden nyelvosztilyndl fogjuk vizsgdlni a konkatendci6, Kleene-csillag, unid, metszet és
komplementerképzés miiveleteket.

Specialis alosztalyok

Tobb fontos nyelvosztdly esetén specidlis alosztdlyokat is be fogunk mutatni, amelyek &ltaldban
specidlisan megszoritott nyelvtanokkal generdlhatéak, vagy specidlisan megszoritott automatakkal
fogadtathat6ak el.
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4. fejezet - A véges automatak
elméletének alapjai

Ebben a fejezetben a véges automatdk elméletébe nyujtunk betekintést.

4.1. Az automata fogalma és fobb tipusai

4.1.1.

Automatin egy olyan absztrakt rendszert fogunk érteni, mely egy diszkrétnek képzelt id&skala
id6pillanataiban érkezett ingerek hatdsira ezen id6pillanatokban valasszal reagédl, mikozben belsd
allapotat megadott szabalyok szerint valtoztatja a kiilsé ingerek hatdsara. Az ingerekre adott valasz
fligg mind az ingerekt6] mind pedig a pillanatnyi belsé allapottdl. Ebben az értelemben tehat nemcsak a
gépek, hanem barmiféle €16 vagy élettelen objektumok tekinthetSk automatanak, ha ezen séma szerint

vizsgéljuk 6ket, azaz ilyenfajta miikodést tulajdonitunk nekik.

4.1. példa - Automatak

A legkiilonb6zbb 1étezé vagy nem 1étezd dolgok tekinthetSk automatdnak. Automatinak tekinthetd
a lakdsunk ajtaja, ablaka. Bizonyos értelemben automatdnak tekinthet6 a kedvenc macskank, a
szamitogépiink, vagy a lakdscsengdnk is. Vizsgalhatjuk a fénokiinket is mint automatat, hisz minden
bizonnyal kiilonféleképp reagal arra, hogy az elvarasainak megfelelGen cseleksziink-e vagy sem. (Es
az is valdszinti, hogy ezek a dolgok a f6nok allapotat is befolyédsoljak.) De automatdnak tekinthetd az
inkdk esGistene, aki imadsagra esdvel, kiromkoddasra szdrazsaggal reagal. %

Azon automatdkat amelyek egy inputszéhoz egy output sz6t rendelnek a miikodésiik folyaman,
atalakitéknak, transzduszereknek is szokds nevezni. A kovetkezS8kben f6leg ilyenekkel fogunk
foglalkozni, szemben a késdbbi részekben el6térbe keriils elfogadé automatakkal.

Mealy automata

Az absztrakt automatdk egyik nevezetes tipusa a Mealy (ejtsd: mili) automata. Mealy automatdn
fogunk érteni egy A=(Q, T, V, d, f) 6tdst, aholis O a (bels6) dllapotok nem iires halmaza, T a bemend
jelek nem iires halmaza, V a kimendjelek nem iires halmaza, d:OxT — Q az 4tmeneti fiiggvény és
F:OxT — V akimeneti fiiggvény.

Ugy képzeljiik, hogy a Mealy automata diszkrét idéskala mentén mikodik, s annak minden egyes
id&pillanataban egy-egy jol meghatarozott dllapotban van. Ha valamely id6pillanatban egy A=(Q, T, V,
d, f) Mealy automata egy geQ allapotdban az acT bemend jelet kapja, akkor ugyanezen idpillanatban
a flq, a) kimendjellel reagél, majd a kovetkez6 id6pillanatra dtmegy a d(q, a) allapotba.

| |
d(q, a)

A MEALY-AUTOMATA MUKODESI SEMAJA
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Moore automata

Amennyiben az A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automatdhoz létezik olyan g:Q0 — V fiiggvény, hogy
tetsz6leges geQ éllapota és acT bemend jele esetén teljesiil a fig, a)=g(d(q, a)) egyenlSség, akkor
Moore-automatdrol beszéliink. A Moore-automatit A=(Q, T, V, d, g) alakban szokds megadni, ahol
g:0 — V a Moore-automata jelfiiggvénye. TetszSleges geQ dllapot esetén azt mondjuk, hogy g(g)
a geQ dllapotjele.

q > r =d(q,a)

{.-----_---

g(d(q,a))

A MOORE-AUTOMATA MUKODESI SEMAJA

A Moore automata a diszkrét id6skdla minden egyes idGpillanatdban egy-egy j6l meghatdrozott geQ
allapotban van (amikor az dllapotjele g(g)). Ha egy adott idépillanatban ezen geQ allapotdban az acT
bemend jelet kapja, akkor a kdvetkezd id6pillanatban d(g, a) lesz az 4llapota, s dllapotjele pedig g(d(q,
a)) lesz. Ily médon a Moore-automata egy adott idépillanatban kapott bemend jel hatdsara a kovetkezd
iddpillanatra d&tmegy ezen bemend jel és a belsd dllapota 4ltal egyértelmilien meghatdrozott dllapotba,
s ezzel egyidejlileg kiadja az tj allapot 4ltal egyértelmiien meghatarozott llapotjelet.

Képletesen sz6lva, amig a Mealy-automata az olyan embert is modellezheti, aki el8szor cselekszik,
azutdn gondolkodik, addig a Moore-automata az olyan embert modellezi, aki el§szor gondolkodik
azutan cselekszik.

Kimengjel nélkiili automata

A Moore-féle automata a Mealy-féle automata specidlis eseteként adédik. A Moore-féle automata
tovabbi specializdldsdval jutunk el a kimend&jel nélkiili automata fogalméhoz a kovetkez6 moédon.
Amennyiben egy A=(Q, T, V, d, g) Moore-automatara Q=V és g:0 — Q egy identikus leképezés (azaz
minden geQ- ra g(q)=q), akkor a kimendjel nélkiili automata fogalmahoz jutunk. Figyelembe véve
azt a tényt, hogy a Moore-automatat egy olyan A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automatabdl szarmaztatjuk,
melyhez taldlhat6 olyan g:Q — V fiiggvény, hogy egy tetszbleges geQ, a€T par esetén flq, a)=g(d(q,
a)), tovabba figyelembe véve, hogy a kimendjel nélkiili automata olyan Moore-automata, melynek a
jelfuiggvénye identikus leképezés, azt is mondhatjuk, hogy a kimendjel nélkiili automata egy olyan
A=(Q, T, V,d, f) Mealy-automata, melyre Q=V és d=f. Ezen okok miatt a kimend&jel nélkiili automatat
A=(Q, T, d) alakban szokés megadni.

o a = d{g, a)(= f(q,a))

A KIMENG JEL NELKULI AUTOMATA MUKODESI SEMAJA
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Egy A=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automata esetén a 7 bemend jelhalmaz miden a€T eleme egy
olyan a:Q — Q egy valtozés miiveletnek (vagyis Q dnmagaba torténd leképezésének) is tekinthetd,
mely az allapothalmaz tetszéleges geQ eleméhez az a(q)=d(q, a) elemét rendeli. Univerzilis algebrai
kifejezéssel élve tehat a kimendjel nélkiili automatdk unoidok, vagy mas széval undris algebrak. Ez
az egyszeri felismerés lehet6vé teszi szimunkra a modern algebra médszereinek automataelméleti
alkalmazasat.

Amint lattuk, a Moore-féle automata specidlis Mealy-automataként definidlhaté. Kés6bb latni fogjuk,
hogy ez a specializici6 latszélagos, ugyanis informdacié atalakitds szempontjabol a két fogalom
ekvivalens. (Az informdci6 atalakitdsan azt értjiik, hogy az automata tetszéleges bemend informéacié
hatdsdra valamilyen "kimend" informécidval reagél.) Nevezetesen, absztrakt szempontbdl a Mealy
és a Moore-féle automatdk ekvivalensek egymadssal abban az értelemben, hogy mar a specidlisabb
Moore-automatakkal eldallithaték azok az informdcié atalakitasok, amelyek Mealy automatikkal
megvalosithatok. Tehdt a Moore-automata ebbdl a szempontbdl csak latszdlag specidlisabb a Mealy-

automatanal.

Késobb latni fogjuk azt is, hogy az elmélet kiépitésénél sok esetben elegendd kimendjel nélkiili
automatdkra szorftkozni.

Az emlitett harom automata tipus mindegyike esetén szokds véges automatdrol beszélni, ha az
allapothalmaz, a bemend jelhalmaz, s a kimend jelhalmaz végesek. Szokds véges dllapotd automatdrol
vagy Q- véges automatdrol besz€lni, ha az dllapothalmaz véges. Hasonl6 értelemben beszé€liink véges
bemenetl vagy T- véges, illetve véges kimenetli vagy V- véges automatardl, valamint (Q, 7)-, (Q, V)-,
illetve (T, V)- véges automatarol.

Inicialis automata

Amennyiben az emlitett automata-tipusok valamelyikénél kijeloliink egy gg inicidlis-, vagy mds néven
kezd@allapotot, s feltételezziik, hogy az automata miikodésének van egy kezd6 id6pontja, amikor
az automata ebben az &llapotban van, akkor inicidlis automatarél beszéliink. Az inicidlis Mealy-
féle automatat A=(Q, T, V, qo, d, f) alakban, az inicidlis Moore-féle automatat A=(Q, T, V, qq, d, g)
alakban, illetve az inicidlis kimendgjel nélkiili automatat A=(Q, T, q¢, d) alakban szokds megadni, ahol
mindhdrom esetben gg az inicidlis dllapotot jeloli.

Az emlitett automataknak szokas besz€lni az alabbi altalanositasairdl is.

Parcialis és teljesen definialt automata

Ha az dtmeneti, illetve kimeneti fiiggvény lehet parcidlis is, azaz nem teljesen definidlt, akkor parcidlis
automatdrol van sz6. Teljesen definidlt fiiggvényértékek esetén idénként szokds reljesen definidlt
automatdrol is beszélni.

4.2. példa - Parcialis automata

Az ajté szigord értelemben egy parcidlis kimengjel nélkiili automatdnak tekinthet6. Bemend jelei
a csukds és a nyitds, s ennek megfeleléen két dllapota van, nevezetesen csukott és nyitott allapot.
Csukott dllapotbdl nyitdssal lehet nyitott dllapotba hozni, nyitott 4llapotbdl pedig csukdssal lehet
csukott dllapotba hozni. De az ajté valéban parcidlis automata, hisz nyitott ajtét kinyitni, vagy csukott
ajtét becsukni nem lehetséges. %

Nemdeterminisztikus és determinisztikus

automata

Amennyiben az dtmeneti és a kimeneti fiiggvények (illetve Moore-automata esetén az atmeneti
és a jelfliggvények) nem egyértelmlien definidltak, nemdeterminisztikus automatdrol van szo.
Ekkor val6jaban ezek nem is tekinthetéek fiiggvénynek a hagyomanyos értelemben. Ahhoz, hogy
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4.1.7

4.1.8.

matematikai értelemben mégis fiiggvényekkel dolgozzunk dgy tekintjiik 6ket, mintha nem az allapot-,
illetve a kimend jelhalmazba képeznének, hanem ezen halmazok 6sszes részhalmazainak halmazaiba.
Egy nemdeterminisztikus A=(Q, 7T, V, d, f) Mealy-automata esetén tehat az 4dtmeneti fiiggvény

d:OxT — 29, a kimeneti fuggvény pedig f:OxT — 2" alakd, ahol 29, illetve 2" az allapothalmaz,
illetve a kimend jelhalmaz részhalmazainak halmazat jelsli. Ertelemszertien, egy nemdeterminisztikus

A=(Q, T, V,d, g) Moore-automata esetén az dtmeneti fiiggvény d:OxT — 22 a jelfiiggvény g:Q — 2Y
alakd, mig egy nemdeterminisztikus kimendjel nélkiili A=(Q, T, d) automatanal az dtmeneti fliggvény

forméja d:OxT — 29,

4.3. példa - Nemdeterminisztikus automata

Nemdeterminisztikus kimendjel nélkiili automatdnak tekinthet6 a dobdkocka, melynek egyetlen
bemend jele a feldobds. Ezen bemend jel, azaz a feldobas hatdsdra a dobdkocka a hat lehetséges
allapotdbdl dtmehet a hat lehetséges dllapot barmelyikébe annak megfelelen, hogy a feldobds utan
éppen melyik lapjara esik. %

Tovabbi viltozata a nemdeterminisztikus automatdknak, ha megengedjiikk, hogy az automata

bemend jel nélkiil is &llapotot véltson: d:Ox(TU{A}) — 29, Ezeket szokds iiresszédtmenetes
(nemdeterminisztikus) automatdknak is nevezni.

A nemdeterminisztikus automata ellentéteként beszélink determinisztikus automatardl is.
Determinisztikus automata esetén tehat a széban forgd fiiggvényertékek mindig pontosan egy
(parcidlis automata esetén maximum egy) meghatarozott értéket vesznek fel. (A nemdeterminisztikus
terminolégidval pedig a fliggvények értékkészlete csak egyelemd, illetve maximum egyelemi
részhalmazokat tartalmaz.) Determinisztikus automatiknal nem fordulhat el§ iiresszéatmenet.

Ha példaul egy nemdeterminisztikus A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automata esetén a d(q, a) fliggvényérték
a Q- nak egy hat elemi részhalmaza, f(g, a) pedig a V egy két elem( részhalmaza, akkor az A Mealy-
automata a ¢ éllapotdbdl az a bemend jel hatdsdra ezen hat elemii részhalmaz barmelyik elemébe
atmehet, s kimendjelként pedig az emlitett két elem halmaz baremlyik elemét kiadhatja. S tekintettel
arra, hogy egy halmaznak az iires halmaz is részhalmaza, az is el6fordulhat, hogy valamely geQ
allapotra és a€T bemend jelre d(q, a), vagy éppen f(q, a) értéke az iires halmaz. Ha d(q, a) az iires
halmaz, ez annak felel meg, hogy erre az édllapota és bemend jelre nincs értelmezve egyetlen édllapot
sem amibe dtmenet torténhet, ha pedig f(g, a) az lires halmaz, akkor ez azt jelenti, hogy erre az dllapota
és bemend jelre nincs értelmezve egyetlen kimendjel sem.

Ezek szerint a parcidlis automata olyan nemdeterminisztikus automatdnak tekinthetd, ahol a megfelel
fliggvényértékek vagy egy elemid halmazokat, vagy pedig az iires halmazt szolgaltatjak, a teljesen
definidlt determinisztikus automata pedig egy olyan nemdeterminisztikus automata, ahol ezek a
fliggvényértékek mindig egy elem{ halmazok.

Sztochasztikus automata

Fontos éltaldnositds a valdsziniiségi vagy sztochasztikus automata, mikoris egy P((r, b)l(q, a))
feltételes val6szinliség adja meg, hogy mi a val6szintisége annak, hogy az automata a r dllapotba megy
at és a b kimengjelet adja ki azon feltétel mellett, hogy mikozben a ¢ édllapotban volt, az a bemend
jelet kapta. Tehat egy valdszinfiségi automata A=(Q, 7, V, P) alakban adhat6é meg, ahol Q az dllapotok
nem iires halmata, 7 a bemend jelek nem iires halmaza, V a kimendjelek nem iires halmaza, P pedig
az emlitett feltételes valészintiség.

Rabin-Scott automata

Az automatdk egy fontos osztalyat képezik a Rabin-Scott féle automatdk (ejtsd rabinszkott), melyeket
felismerd vagy elfogado automatdknak is hivnak. A Rabin-Scott féle automata egy A=(Q, T, qo, d, F)
0tos, ahol Q a nem iires allapothalmaz, goeQ a kezd6allapot, T a nem iires bemend jelhalmaz, d:OxT

— (Q az dtmeneti fiiggvény, FCQ pedig a végéllapotok nem iires halmaza. ( goeF megengedett, azaz

27z

el6fordulhat, hogy a kezd6éllapot egyuttal végallapot is.)
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A bemend jelekbdl felépiild véges hosszisdgi lancokat bemend szavaknak hivjuk. Bemend szénak
tekintjiik a A iiressz6t is, mely nem tartalmaz egyetlen betiit sem. Egy Rabin-Scott automata a A tiressz6t
definicié szerint akkor ismeri fel, ha goeF. Egy nem tiires, ay, ..., a, (nem feltétleniil kiilonb6z6)
bemend jelekbdl 4ll6 a;---a, bemend sz6 esetén akkor mondjuk, hogy a tekintett A=(Q, T, qo, d, F)
Rabin-Scott féle automata felismeri, ha alkalmas ¢y, ..., g, allapotaira q;=d(qq, ai), ..., g,=d(qn-1, a»)
teljesiilése mellett g, €F.

e ] o ] e ) -
I N ||

d(qo, a1) d(g1.a2) d(gn-1,an)

A RABIN-SCOTT AUTOMATA MUKODESI VAZLATA

Az A Rabin-Scott automata dltal felismert L(A) nyelvnek hivjuk mindazon bemend szavak halmazat,
melyeket az automata felismer.

Ertelmezhetjiik a nemdeterminisztikus felismeré automatat is. Ekkor az automata altal elfogadott
nyelv alatt azon w szavak halmazat értjiik, amelyekre az automatdnak van olyan lehetséges édllapot-
lanca, amely a kezd6allapotbdl indul és végéllapottal végzddik, valamint az dtmenetek bemend jeleit
Osszeolvasva éppen a w sz6t kapjuk.

Itt jegyezziik meg, hogy az dtmenetfiiggvényt szokds a d helyett a gorog 6 betlivel is jelolni.

4.4. példa - Rabin-Scott automata miikodés kozben

Pdros bindris szdmok elfogaddsa

1/0/1/1/0/1/0/0

qJ1

A vges automata a paros bindris szamokat fogadja el.

A= ({q0,91.9v,9w},{0,1}, 0.6, {qv. g }),

(S(QO:O) = Qw,
9(q0,1) = qu,
d(q1.1) = qu,
(S(QIO) = qv,
()(QVa 1) =q1,
(s(q\no) = Qy-

*

A véges elfogadé automatdkra a kovetkez6 részben, a regularis nyelvek kapcsan még visszatériink.
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4.2. Az automatak megadasa

4.2.1.

4.2.1.1.

Egy automatat akkor tekintiink adottnak, ha a hozza tartozé halmazok és fiiggvények adottak. Egy
automatat tehdt tigy lehet megadni, hogy megadjuk a hozza tartozé halmazokat és fiiggvényeket. Ezen
halmazok és fliggvények minden olyan tipusi megaddsa lehetséges, ami a halmazok és fiiggvények
megadasandl szokdsos.

Véges automatak megadasa Cayley tablazattal

Véges halmazok és fiiggvények megaddsandl szokdsos a miivelettdblaval torténd megadds. Automatak
miivelettablds megaddsat automatdk Cayley tabldzatdnak (ejtsd: kéjli) is hivjuk Cayley francia
matematikus emlékére és tiszteletére, aki véges csoportok miivelettdbldinak lefrdsara vezette be ezt
a tablazatos modszert.

Véges Mealy-automata Cayley tablaja

A tabladzat bal felsé sarkdba irjuk az automata nevét, elsd sordban felsoroljuk az allapotait, elsd
oszlopdban pedig a bemend jeleit. A tabldzat (i+1)- edik sordban és (j+1)- edik oszlopdban szerepel
egy két dimenzids vektor, melynek elsé tagja azt mondja meg hogy az automata a j- edik dllapotbdl
az i- edik bemend jel hatdsara melyik allapotdba megy 4t, a masik tagja pedig azt mutatja, hogy a j-
edik allapot az i- edik bemend jel hatdsdra milyen kimendjelet ad ki.

a -~ (dlg,a), f(q,a))

VEGES MEALY-AUTOMATA MUVELET TABLAZATA

4.2.1.2. Véges Moore-automata Cayley tablaja

A tablazat bal felsé sarkdba irjuk az automata nevét, elsd sordban felsoroljuk az allapotait, elsd
oszlopaban pedig a bemend jeleit. Minden allapot f51é beirjuk az 4llapotjelét. igy az elsS sor két rész-
sorra oszlik. A tablazat (i+1)- edik sordban és (j+1)- edik oszlopdban szerepel az az dllapot, amibe az
automata a j- edik allapotbdl az i- edik bemend jel hatdsara dtmegy.
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9(q9)
A q
a d(q,a)

VEGES MOORE-AUTOMATA MUVELET TABLAZATA

4.2.1.3. Véges kimendjel nélkiili automata Cayley tablaja

A tabladzat bal felsé sarkdba irjuk az automata nevét, elsd sordban felsoroljuk az allapotait, elsd
oszlopdban pedig a bemend jeleit. (Ezesetben az dllapotjel maga az allapot, igy nem kell az els6 sorban
levé allapotok folé irni az allapotjelet mint az el6z6 esetben.) Itt is a tabldzat (i+1)- edik sordban és
(j+1)- edik oszlopdban szerepel az az allapot, amibe az automata a j- edik dllapotbdl az i- edik bemend
jel hatdsara dtmegy.

VEGES KIMENG JEL NELKULI AUTOMATA MUVELET TABLAZATA

4.5. példa - A csengd, mint automata

Vegytink egy villamos csengét. a; és a; jeloljék azon helyzeteket, mikoris nyomjuk vagy nem nyomjuk
a csengbt. A csengd kezdetben az gy kezdballapotban van, ami annak felel meg, hogy nem cseng.
Az aj jel hatdsara, vagyis a csengd megnyomadsara atmegy a csengé a g allapotbdl a g allapotba.
Megszakitva a csengd nyomdsat, vagyis az a, jel hatdsara a csengé dtmegy nem csengd, azaz az qg
allapotba. Leirdsunkat tdblazatba foglalva jutunk el a csengd kovetkez6 absztrakt modelljéhez:

A 90 q1
aj q1 q1
a qo q0

A tablazat mutatja, hogy mely jel hatdsara mely dllapotb6l mely dllapotba megy at az automata.
Példaul a 3. sor 3. oszlopdban levd gg azt jelenti, hogy a; hatdséra a g allapotbdl az g dllapotba megy
at az automata. Tébldzatos megaddsndl inicidlis automata esetén rendszerint az elsd oszlop jelzi a

kezd6allapot oszlopdt (azaz annak megaddsat, hogy kiilonféle bemend jelek hatdsara a kezddallapotbdl
mely 4llapotokba megy at az automata). %

Megjegyezziik, hogy némely feladatokndl célszeri a tdbldzatos megaddsban a sorok és oszlopok
szerepeinek felcserélése, vagyis ekkor az oszlopok a bemendjeleket (illetve a A- t, ha az
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automata bemendjel nélkiil is dllapotot vélthat), mig a sorok az automata allapotait reprezentéljak.
Mindenképpen célszeri jelezni a tdblazat bal fels6 sarkdban, hogy a bemendjelek, illetve az allapotok
hol taldlhatéak. Elfogadé automatdk esetén a végallapotokat is meg kell jelolni, pl. bekeretezéssel. A
biztonsag kedvéért a kezddallapotot kiilon is jelezhetjiik, pl. egy nyilacskdval.

Parcidlis automata esetén a tdbldzat néhdny helye iiresen maradhat, amit © jelolhet. Itt jegyezziik
meg, hogy nem-determinisztikus automatdk esetén a tablazat celldi az dllapotok-, illetve a kimend&jelek
halmazédnak részhalmazait tatralmazzdk.

4.2.2. Véges automatak megadasa grafokkal

z 2z

Véges automatdk megadasdnak egy masik szokdsos médja a cimkézett irdnyitott graffal torténd
megadas.

4.2.2.1. Véges Mealy-automata megadasa graffal

A graf minden egyes csicsa meg van cimkézve egy allapottal, a csticsokbdl kivezeté minden irdnyitott
él (mely hurokél is lehet) pedig meg van cimkézve egy két dimenzids vektorral. Ezen vektor els
komponense egy bemend jel, a masodik pedig egy kimendjel. Determinisztikus esetben minden
csicsbol pont annyi €l vezet ki, ahdny bemend jel van és az élek, valamint azok cimkéi adjak meg, hogy
egy adott dllapotbdl egy adott bemend jel hatdsdra az automata milyen kimendjellel reagal és melyik
allapotba megy 4t. Nevezetesen, a bemendjeleket az élek cimkéinek els6 komponense, a kimendjeleket
az élek cimkéinek masodik komponense, az dllapot dtmeneteket pedig az élek kezdd- és végcsicsainak
cimkéi adjadk meg. Egy €l kezdScsucsdban 1év6 allapot az €l cimke elsé (bemend jel) komponense
hatdsdra épp abba az dllapotba megy at, mellyel az €l végcsiicsa van megcimkézve.

EQY MEALY-AUTOMATA GRAFIJA

4.2.2.2. Véges Moore-automata megadasa graffal

A graf minden egyes csicsa meg van cimkézve egy két dimenzids vektorral, melynek els6 komponense
egy allapot, a masodik komponense pedig ezen dllapot dllapotjele. A csicsokbdl kivezetd minden
irdnyitott €l (mely hurokél is lehet) meg van cimkézve egy bemend jellel. (Determinisztikus esetben
itt is) minden csicsbdl pont annyi €l vezet ki, ahdny bemend jel van és az élek, valamint azok cimkéi
adjdk meg, hogy egy adott dllapotbdl egy adott bemend jel hatdsdra az automata melyik dllapotba megy
at. Nevezetesen, a bemendjeleket az élek cimkéi, az dllapot dtmeneteket és az dllapotjeleket pedig az
élek kezdd- és végcesucsainak cimkéi adjak meg. Egy él kezdd csticsdban 1év6 cimke elsd (4llapot)
komponense az €l cimke (bemend jel) hatdsara épp abba az dllapotba megy 4t, ami az €l végcsicsdban
levé cimke elsd (allapot) komponense. Az dtmenet utdni allapotjel pedig az €l végcsicsaban levd
cimke masodik (kimen&jel) komponense.
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EGY MOORE-AUTOMATA CRAFJA

4.2.2.3. Véges kimenégjel nélkili automata megadasa graffal

Csaknem olyan szerkezetti graffal torténik a megadds mint a Moore-automata esetén. Az egyediili
Iényeges kiilonbség, hogy a cstcsok itt az dllapotokkal vannak megcimkézve (és nem két dimenzids
vektorokkal mint a Moore-automata esetén). Tehat a graf minden egyes csicsa meg van cimkézve egy
allapottal, a csicsokbdl kivezetd minden irdnyitott él (mely hurokél is lehet) pedig meg van cimkézve
egy bemend jellel. Most is igaz a (teljesen definidlt) determinisztikus esetre, hogy minden csticsbél
pont annyi él vezet ki, ahdny bemend jel van és az élek, valamint azok cimkéi adjdk meg, hogy egy
adott allapotbdl egy adott bemend jel hatdsara az automata melyik dllapotba megy at. Nevezetesen, a
bemendjeleket az élek cimkéi, az dllapot dtmeneteket pedig az élek kezds- és végesicsainak cimkéi

adjdk meg. Egy él kezdGcsucsdban 1€v allapot cimke az €l cimke (bemend jel) hatdsdra épp abba az
allapotba megy at, ami az €l végcstcsdban levd dllapot cimke értéke.

EGY KIMENG JEL NELKULI AUTOMATA GRAFJA

Itt jegyezziik meg, hogy elfogadé automata esetén szokds a végéllapotokat pl. dupla korrel rajzolni,

mig a kezddallapot jelolésére szokds az adott dllapotba egy plusz bemend nyilat rajzolni.
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EGY KEZDO ES VEGALLAPOTOKKAL RENDELKEZO NEM-DETERMINISZTIKUS
AUTOMATA GRAFJA

4.3. Az automata, mint algebrai struktura:
részautomata, homomorfizmus,
izomorfizmus, kompatibilis osztalyozas

Az absztrakt automatdkat vizsgdlhatjuk algebrai struktirdként is. Mint ahogy beszélni szoktunk
algebrai struktirdk rész-struktdrdirél, homomorfizmusair6l, izomorfizmusairdl, ugyanigy szokds
beszélni ezekrdl automatdk esetén is. El6szor Mealy-féle automatédkra fogjuk megadni a megfelel

részautomata-, homomorfizmus- és izomorfizmus-fogalmakat.

4.3.1. Mealy automata, mint algebrai struktura

Egy A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automata részautomatdja alatt értjiikk azt azA'=(Q', T', V',d", f') Mealy-
automatdt, melyre Q 'CQ, T'CT, V'CV és d'=d|g 1, illetve f'=flg 7. (Szavakban, d' a d restrikcidja,
azaz megszoritdsa Q 'XT '-re, f' pedig az frestrikcidja, azaz megszoritdsa Q 'xT '- re.) Masként mondva,
d'és f' gy van definidlva, hogy alakjuk d":Q'xT' — Q', illetve f:Q'xT' — V', s teljesiil minden
qeQ', acT"' pér esetén a d'(q, a)=d(q, a), illetve az f'(q, a)=f(q, a) egyenldség. Amint latjuk, a d
és az f nem minden Q 'XT'- re vett restrikcidja alkalmas a részautomata dtmeneti, illetve kimeneti
fiiggvényének. Kell még az is, hogy a tekintett d ' restrikcié a Q - be, illetve hogy a tekintett f' restrikcid
aV'-be képezzen. Azt a tényt, hogy az A ' automata részautomatdja az A automatdnak, idénként A 'CA-

val jeloljiik.

Amennyiben az Q 'cQ, T'CT, V'CV tartalmazasok valamelyike valddi tartalmazas, azaz Q 'cQ, T'¢T,
V'cV legaldbb egyike fenndll, igy azt is mondjuk, hogy A ' valédi részautomataja A- nak, s ezt A 'GA-

val is jeloljiik.

Ha Q'cQ és T=T', V=V', akkor az A'- t az A (valdédi vagy nem valddi) allapot-, vagy Q-
részautomatdjdnak hivjuk (jelekben: A'CpA). Ha T'CT és Q=Q', V'=V, akkor A' bemené jel
részautomatdja vagy 7- részautomatdja (jelekben: A'C7A), ha pedig V'CV, tovabbd Q'=Q, T'=T,
akkor az A ' kimendgjel részautomatdja, vagy V- részautomatdja A- nak (jelekben: A 'CyA). Hasonl6

értelemben beszéliink (Q, T)-, (Q, V)-, (T, V)- részautomatakrol.

Tovabbi specidlis automata-tipus az inicidlis részautomata, mely ugyancsak definidlhaté az emlitett
részautomata-tipusok barmelyikére. Akkor mondjuk, hogy egy A inicidlis automatdnak egy A'
inicidlis automata inicidlis részautomatdja, ha mindamellett, hogy A' az A- nak részautomatdja,
az is teljesiil, hogy az A' kezd&allapota épp az A kezddallapota lesz. Hasonlé értelemben mint
a kordbbiakban, beszéliink inicidlis Q- részautomatardl, inicialis 7- részautomatardl, inicialis V-
részautomatarol, illetve inicidlis (Q, T)-, (Q, V)-, (T, V)- részautomatarél. Minden esetben tehit a
megfelel6 részautomata-tulajdonsag mellett még azt is elvarjuk, hogy a megfeleld részautomata-tipus

kezd&allapota épp az 6t tartalmazé automata kezddéllapota legyen.
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Azt mondjuk, hogy az A'=(Q', T', V', d', f') Mealy-automata homomorf képe az A=(Q, T, V,
d, f) Mealy-automatdnak (jelekben A~A "), ha megadhatd olyan sziirjektiv (azaz "ra" tipust, vagy
mas néven raképezd) y1:Q — Q', YT — T', y3:V — V' leképezésekbdl allé6 y=(y;, >,
13) leképezés-hdarmas, hogy teljesiilnek rd az tgynevezett mivelettarté tulajdonsdgok. Mds szdval,
képletben kifejeve, tetszbleges geQ, acT par esetén

Y1(d(g, a))=d'(Y1(q), Y2(a)),

illetve

Y3(flg, )=f"(y1(@), Y2(a)).

Vildgos, hogy a homomorfia mint reldcié reflexiv ( A~A) és tranzitiv (A~A ', A '~A "=A~A"). Mint
ahogy beszéliink specidlis részautomatakrol, ugyanigy beszéliink specidlis homomorfizmusokrél. Azt
mondjuk, hogy az A'=(Q', T', V', d", f') Mealy-automata allapothomomorf képe vagy Q- homomorf
képe az A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automatdnak (jelekben A~pA"), ha az el6bb definidlt v, 12, Y3
leképezés-harmasban a 1, és a 3 valaszthat6 identikus leképezésnek. Ezen feltétel mellett tehat
az elébbi egyenldségeink tetszdleges geQ, acT par esetén a kovetkezd alakdak lesznek: v (d(g,
a))=d'(y1(q), a), illetve flg, a)=f"(y1(g), a). Ebben az értelemben beszéliink tehdt v:Q — Q' Q-
homomorfizmusrél. Ilyenkor nem egy leképezes-hdrmas, hanem egyetlen v leképezés képviseli
az éllapothomomorfizmust (mert eltekintiink az identikus y¥,:T — T'és y3:V — V' leképezések
szerepeltetésétdl). Hasonl6 értelemben beszéliink y,:T — T ' bemendjel-, vagy T- homomorfizmusrol,
3:Y — Y'kimendjel-, vagy Y- homomorfizmusrdl, illetve y '={vy, ¥>} (Q, T)- homomorfizmusrol
(ahol Y1:Q — Q', yo:T — T"), v "={y1, w3} (Q, V)- homomorfizmusrél (ahol y1:Q0 — Q', y3:V
— V"), valamint y "'={, 3} (T, V)- homomorfizmusrél (ahol y»:T — T, y3:V — V).

Tovabbi specidlis homomorfizmus tipus az inicidlis homomorfizmus, mely ugyancsak definialhat6 az
emlitett specidlis homomorfizmus-tipusok (inicidlis Q- homomorfizmus, inicialis 7- homomorfizmus,
stb.) barmelyikére is. Akkor mondjuk, hogy egy A inicidlis automatdnak egy A ' inicidlis automata
inicidlis homomorf képe (inicidlis Q- homomorf képe, inicidlis 7- homomorf képe, stb.), ha
mindamellett, hogy A' a A- nak homomorf képe, az is teljesiil, hogy az A' kezddallapota épp az
A kezddéllapotdnak homomorf képe ( Q- homomorf képe, 7- homomorf képe, stb.) lesz. Hasonl6
értelemben beszéliink tehat inicidlis Q- homomorfizmusrdl, inicidlis 7- homomorfizmusrdl, inicialis
V- homomorfizmusrdl, illetve inicidlis (Q, T)-, (Q, V)-, (T, V)- homomorfizmusrdl. (Minden esetben a

megfelel6 homomorfia-tulajdonsag mellett még azt is elvarjuk, hogy a homomorf kép kezdallapota
épp a rdképez6 automata kezddallapota legyen.)

Amennyiben a homomorfizmus olyan, hogy az 0Osszes szerepld rdképezések bijekcidk (azaz
kolcsondsen egyértelmii raképezések), akkor izomorfizmusrél beszéliink. Igy minden egyes specidlis
homomorfizmus-tipusnak van egy megfelel6 izomorfizmus-tipusa ( Q- izomorfizmus, inicidlis Q-
izomorfizmus, stb.). Nyilvdnval6, hogy ha egy A Mealy-automatdnak egy A ' Mealy-automata izomorf
képe (képletben A=A"), s a p=(¢, @2, @3) leképezés-harmas az A izomorfizmusa A '- re, akkor
a (p'lz((pl'l, qu'l, (pg'l) leképezés-harmas az A' izomorfizmusa lesz A- ra. Az izomorfizmus tehat
mint reldcid, szimmetrikus. Mindamellett mint a homomorfizmus altalaban (és az izomorfizmus
a homomorfizmusnak specidlis fajtdja), az izomorfizmus mint reldcié reflexiv és tranzitiv. Az
izomorfizmus mint relacié tehdt ekvivalencia relacid, hisz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
(Ugyanez természetesen vonatkozik az 0sszes specidlis izomorfizmus-tipusokra is.)

Az absztrakt algebrai vizsgélatokndl az egymassal izomorf struktirdkat azonosnak szoktak tekinteni.
Ez az dgynevezett izomorfia elv. Ezt az elvet automataelméleti vizsgdlatoknal sok esetben csak
részlegesen szokasos elfogadni a vizsgalatok sajitossigai miatt.

Most részletesebben foglalkozunk még a Q- homomorfizmusokkal és a veliik kapcsolatban 4ll6
kompatibilis osztdlyozdsokkal. Legyen A=(Q, T, V, d, f) tetsz6leges Mealy-automata és legyen @
tetszleges ekvivalencia reldci6 a Q éllapothalmazon. Ismeretes, hogy minden ekvivalencia relacid
egyértelmiien indukdl egy osztdlyozdst azon a halmazon, amin a reldcié értelmezve van. Nevezetesen,
pontosan az egymdssal reldciéban 1év6 elemek fognak egy osztilyba sorolédni. Igy a o reldci6 is
indukdlja a Q halmaz egy C, osztilyozdsit: a p €s g dllapotokat akkor €s csak akkor soroljuk egy
osztilyba, ha egymadssal reldcidban vannak, azaz pog fenndll. A g elem 4ltal reprezentélt (vagyis
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4.3.2.

a g elemet tartalmazo) osztlyt Cy[g]- val jeloljiik. Jelolje Q az osztdlyok halmazit, azaz legyen

az {ColqllgeQ}. Egy ilyen C, osztélyozast kompatibilis osztdlyozdsnak neveziink, ha a hozza tartozd
o relacid kongruencia reldcio, vagyis ha o- ra teljesiil az a kovetelmény, hogy minden p, geQ parra
poq- nek tetszbleges acT esetén kovetkezménye lesz d(p, a)od(q, a) és flp, a)=fq, a).

Tegyiik fel most, hogy a Q halmaz C, osztilyozdsa pont egy kompatibilis osztdlyozés. Ekkor tehat
minden p, geQ parra pog- nek tetszéleges acT esetén kovetkezménye lesz d(p, a)od(q, a) és f(p, a)=f(q,
a). Masként fogalmazva, feltételezziik, hogy ha valamely p, geQ par a C, osztilyozds szerint egy
€s ugyanazon C, osztélyba esik, akkor tetszoleges a€T bemend jel esetén d(p, a) €s d(q, a) is egy
osztalyba fognak esni, tovabba f(p, a)=f(q, a) is fenndll. Ily mdédon definidlhat6 a kovetkez6 automata:

A/C=Q, T, v, d, [,

ahol minden g€Q, a€T parra

d(C,(lq). =C,ld(q, a)l. f(Cyllql. a)=fig. @).
Belathatd, hogy ez az automata j6l definidlt és érvényes a kovetkezs:
A~pA/ Cy,

aholis a megfelel6 Q- homomorfizmushoz dgy jutunk, hogy minden &llapot allapothomomorf
képeként az 6t tartalmaz6 osztily adédik. Mds széval, egy automata faktorautomatdi az automatdnak
mindig Q- homomorf képei. A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy megforditva, az A- homomorf
képek mindig megszerkeszthetéek faktorautomataként. Ez a tétel az algebraban jol ismert Altaldnos
Homomorfia Tétel Mealy-automatdkra vonatkozé specidlis esete.

6. Tétel. (Altalanos Homomorfia Tétel Mealy-Automatikra Vonatkozoé Specialis Esete) Tegyiik
fel, hogy az A=(Q, T, V, d, /) Mealy-automata az A '=(Q ', T', V', d', f') Mealy-automatéra valamely
allapothomomorfizmussal leképezhetS, s tekinsilk a Q éllapothalmaznak azt a C osztdlyozasit,
amelynél barmely két p, geQ 4llapot akkor és csak akkor van egy osztilyban, ha a tekintett
allapothomomorfizmus szerinti képiikk ugyanaz. Ekkor a Q dallapothalmaz ezen C osztilyozdsa
kompatibilis, s a hozza tartozé A/ C faktorautomata Q- izomorf lesz az A ' automatédval. Képletben,

A'~g A(@)=A/C=g A'(Clq] — @(q)).

Moore automata, mint algebrai struktura

Most Moore-féle automatdkra fogjuk megadni a megfelel6 részautomata-, homomorfizmus-, és
izomorfizmus-fogalmakat. Ekkor egy A=(Q, T, V, d, g) Moore-automata valamely részautomatija
alatt értiink egy olyan A'=(Q', T', V', d', g') Moore-automatat, melyre Q'cQ, T'cT, V'cV
mellett d'=dlgxy' és g'=glp teljesiil. Mds szdval tetszSleges geQ ', a€T’ par esetén d'(g, a)=d(q,
a) és g'(q)=g(q). Felmeriill a kérdés, hogy ha egy Moore-automatiat Mealy-féle automatianak
tekintiink, s vessziik ezen Mealy-automata egy (Mealy-automatdkndl targyalt értelemben tekintett)
részautomatdjét, vajon ez a részautomata tekinthet6 lesz-e ugyancsak Moore-féle automatanak, illetve
részautomata lesz-e abban az értelemben is, ahogy azt a Moore-automatdk esetén definidltuk. A
véalaszunk az, hogy a két értelemben vett részautomata fogalom (Moore automatdkndl) egybeesik.
Legyen ugyanis f,OxT — V az a leképezés, melyre a tekintett Moore-automata, tetszéleges geQ ',
aeT ' par esetén eleget tesz a flg, a)=g(d(q, a)) 0sszefiiggésnek. Tegyiik fel, hogy az ezen f fiiggvénnyel
definidlt, A- bdl nyert B=(Q, T, V, d, f) Mealy-automatdnak a B'=(Q ', T', V', d', f') Mealy-automata
részautomatdja. Ekkor d '=dlg 1 és f'=flg 7. Ily médon tetszSleges geQ ', acT ' parra d (g, a)=d(q, a)
ésf'(g, a)=f(q., a). Viszont f(q, a)=g(d(q, a)). f'(g, a)=f(q, a), valamint d '(g, a)=d(q, a) miatt ekkor f'(q,
a)=g(d'(q, a)). Vagyis definidlhatjuk az A "=(Q ', T"', V, d', g) Moore-automatat, mely nyilvdnval6an
(Q, T)- részautomatdja lesz A- nak abban az értelemben, ahogy azt a Moore-automatdknal definidltuk.
Természetesen az is igaz, hogy V tetszdleges olyan V "CV részhalmazéra, melyre {g '(a)lgeQ '}CV", a
g "=glg feltételnek eleget tev8 A "'=(Q "', T', V", d", g ") Moore-automata a A automatédnak Moore-féle
részautomatéja lesz a Moore-automatéknal tekintett értelemben. Igy valdban, ez a két részautomata-
fogalom Moore-automatikndl egybeesik.
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A Mealy-automatdkra definidlt specidlis részautomata-fogalmak természetes médon definidlhaték
Moore-féle automatdkra, s az dltalanos Moore-féle részautomata fogalomnal targyaltakhoz hasonl6
észrevételeket nyeriink, ha a Moore-automatakat specidlis Mealy-automataknak tekintve vessziik ezen
Mealy-automatdk megfeleld specidlis ( Q-, T-, V-, (Q, T)-, (Q, V)-, (T, V)-) részautomatdit. Ugyanez
érvényben marad az inicidlis Moore-automatdk inicidlis részautomatdira is és azok tovabbi specidlis
(inicidlis Q- részautomata, inicidlis 7- részautomata, stb.) eseteire is.

Egy A=(Q, T, V, d, g) Moore-automata valamely A'=(Q', T', V', d', g') Moore-automatara torténd
(4ltalanos) Moore-homomorfizmusa alatt egy olyan y=(y1, ¥, 13) sziirjektiv leképezésekbdl all6
leképezés-harmast értiink, melynek tagjaiy:Q — Q ', y»:T — T',y3:V — V' forméjuak, s teljesiilnek
rdjuk minden geQ, a€T par esetén a

Y1(d(g, a)=d'(Y1(q), Y2(a)),

illetve a

Y3(g(@)=¢g '(Y1(q)

Osszefiiggés. Igazolhatd, hogy a Moore-féle homomorfizmus specidlis esete a Mealy-féle automatdkra
értelmezett homomorfizmusnak abban az értelemben, hogy ha szerepld Moore-automatékat specilis
Mealy-automatdknak tekintjiik, akkor az elébb definidlt Moore-féle homomorfizmus egy Mealy-
féle automatdkra definidlt homomorfizmust fog szolgaltatni. De az is igaz, hogy lehetséges példat
adni olyan Moore-automatara, melyet ha Mealy-automatdnak tekintiink, a Mealy-automatakndl vett
értelemben homomorfan leképezhetd lesz egy olyan Mealy-automatdra, mely nem tekinthetd Moore-
automatanak (14sd alabbi példdban).

4.6. példa - Mealy és Moore automatak homomorfizmusa

Legyen adva egy A=({p, q}, {a, b}, {x, y}, d, g) Moore-automata, melyre d(p, a)=d(q, a)=p, d(p,
b)=d(q, b)=q és g(p)=x, g(q)=y. Ezt a Moore-automatit Mealy-automatanak tekintve nyerjiik a B=({p,
q}, {a, b}, {x, y}, d, g) Mealy-automatét, melyre f(p, a)=f(q, a)=x, f(p, b)=f(q, b)=y. Nyilvanvaldan
fenndll minden q 'e{p, q},a'e{a, b} parraafiq',a")=g(d(q ', a")) osszefiiggés. Most vegyiik a B '=({r},
{a, b}, {x, y}, d', f") Mealy-automatét, melyre d '(r, a)=d '(r, b)=r fennélldsa mellett f'(r, a)=x, f'(r,
b)=y. Azonnal latszik, hogy a y(p)=y(q)=r Osszefliggéssel definidlt y:{p, g} — {r} leképezés a B
egy Q- homomorfizmusa lesz B '- re. De d'(r, a)=d '(r, b)=r és f'(r, a)#f'(r, b) mellett az is latszik,
hogy nincs olyan g ":{r} — {x, y} leképezés, melyre f'(r, a )=g '(d '(r, a')) fennallna minden a 'e{a,
b} mellett. B' tehat nem Moore-automata. %

Ugyanigy mint a Mealy-automatdknal, itt is tekinthetiink kiilonféle specidlis Moore-féle QO-, T-, V-,
Q, 7)-, (Q, V)-, (T, V)- homomorfizmus tipusokat, tovabba tekinthetjiik mind az 4ltaldnos Moore-
féle homomorfizmus-fogalom, mind pedig a specidlis Moore-féle homomorfizmus-tipusok iniciélis
véltozatait inicidlis Moore-automatdkra. Ugyantgy, mint az 4ltaldnos esetben, ezekben az esetekben
is lehet példat adni arra, hogy (Moore-automatdk esetén) a Moore-féle specidlis homomorfizmus-
fogalmak (Moore-féle O-, T-, V-, (Q, T)-, (Q, V)-, (T, V)- homomorfizmus €s ezek inicidlis valtozatai)
is valddi specidlis esetei a Mealy-féle valtozatoknak. Végiil megjegyezziik, hogy ha a szerepld
leképezések bijektivek (vagy ha egy ilyen leképezés van akkor ha a szerepld leképezés bijektiv), akkor
Moore-féle izomorfizmusrdl, illetve annak megfeleld specidlis tipusairdl beszEliink. Izomorfizmusok
esetén viszont a két féle (Mealy-féle, illetve Moore-féle) izomorfizmus-fogalmak egybeesnek.

Hasonl6an mint Mealy-automatak esetén, kimondhat6 az algebraban j6l ismert Altalanos Homomorfia
Tétel Moore-automatakra vonatkoz6 specidlis esete.

7. Tétel. (Altalinos Homomorfia Tétel Moore-Automatikra Vonatkozé Specislis Esete) Tegyiik
fel, hogy az A=(Q, T, V, d, g) Moore-automata az A'=(Q', T', V', d', g") Moore-automatara
valamely Moore-féle dllapothomomorfizmussal leképezhetd, s tekinsiik a Q dllapothalmaznak azt a
C osztilyozasat, amelynél barmely két p, geQ allapot akkor és csak akkor van egy osztilyban, ha a
tekintett Moore-féle dllapothomomorfizmus szerinti képiik ugyanaz. Ekkor az Q éllapothalmaz ezen C
osztalyozasa kompatibilis, s a hozz4 tartozé A/ C faktorautomata Q- izomorf lesz az A ' automataval.
Képletben,
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A'~oA(p)=A/C=pA (Clq]l — ¢(q)).

4.3.3. Kimendjel nélkili automata, mint algebrai
struktura

Hatramaradt még a megfeleld részautomata-, homomorfizmus-, és izomorfizmus-fogalmak kimendgjel
nélkiili automatdkra torténd definidldsa. Természetesen az is igaz, hogy némi megszoritdssal (a
kimend jelhalmazokra vonatkoz6 Osszefiiggések figyelmen kiviil hagydsdval) a homomorfizmus,
izomorfizmus és annak egyes specidlis tipusai definidlhaték kimengjel nélkiili automatdkra is. Igy
példaul az A=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automatanak részautomatdja az A'=(Q ', T', d') kimendjel
nélkiili automata, ha Q'cQ, T'CT, valamint d '=dlg 7. Tovdbba az A=(Q, T, d) kimendgjel nélkiili
automatdnak homomorfképe azA '=(Q ', T', d ') kimendgjel nélkiili automata, ha alkalmas y:Q0 — Q ',
Yo T — T'alaku, sziirjektiv leképezésekbdl all6 y=(y1, ¥») leképezés-parra minden geQ, acT esetén
Y1(d(g, a))=d'(Y1(q), w2(a)) fenndll. Az algebraban jol ismert Altaldnos Homomorfia Tétel kimendjel
nélkiili automatdkra vonatkoz6 specidlis esete formailag csaknem egybeesik a Mealy-féle automatdkra
vonatkoz6 specidlis esettel.

8. Tétel. (Altalanos Homomorfia Tétel Kimend Jel Nélkiili Automatakra Vonatkozé Specislis
Esete) Tegyiik fel, hogy az A=(Q, T, d) kimengjel nélkiili automata az A'=(Q"', T', d') kimendjel
nélkiili automatara valamely allapothomomorfizmussal leképezhetd, s tekinsiik a Q allapothalmaznak
azt a C osztalyozasat, amelynél barmely két p, geQ allapot akkor és csak akkor van egy osztalyban, ha a
tekintett dllapothomomorfizmus szerinti képiik ugyanaz. Ekkor a Q dllapothalmaz ezen C osztdlyozdsa
kompatibilis, s a hozza tartozé A/ C faktorautomata Q- izomorf lesz az A ' automatéaval. Képletben,

A'~A(p)=A/C=A ' (Clg] — ¢(q)).

Az elmélet tovabbi kiépitésénél elsGsorban Mealy-automatikra szoritkozunk. Igy ha mést nem
mondunk, a jegyzetnek ebben a részében automata alatt mindig Mealy-féle automatat fogunk értent,
azaz a Mealy-automatik esetén a "Mealy" jelz6t sok esetben elhagyjuk.

4.4. Az automatak altal indukalt leképezések

A kordbban nem {ires és véges halmazokra definidlt néhdny fogalmat a tovidbbiakban tetszbleges
halmazokra is értelmezni fogjuk. Igy valamely (véges vagy végtelen) V halmaz elemeibdl alkotott
véges lancot V- beli szonak, V elemeit pedig idénként betiiknek hivjuk. Ha V az iires halmaz, technikai
okokbdl (ahogy a Kleene itardcid definicijdbdl is kitlinik) v egy olyan egy elem( halmazt jelol,
melynek egyetlen eleme az iiresszd: tehat @'={A}. Nemcsak véges, hanem végtelen V halmazokra is
(és az iires halmazra is) érvényes lesz, hogy a V- beli 6sszes szavak a konkatendciora (egymads mellé
irdsra) nézve - mint miiveletre - monoidot, azaz egységelemes szabad félcsoportot fognak alkotni.
Ugyancsak igaz, nemcsak véges hanem végtelen V halmazokra is, hogy a V- beli 6sszes szavak a
konkatendcidra (egymds mellé irdsra) nézve - mint miiveletre - szabad félcsoportot fognak alkotni.
(Ha V az iires halmaz, akkor a V feletti 6sszes nem iires szavak V' halmaza is nyilvan tires halmaz.
Mairpedig egy félcsoportrdl fel szokds tételezni, hogy legaldbb egy eleme van, azaz az iires halmazt
nem szokds félcsoportnak tekinteni. fgy V*- t nem tekintjiik félcsoportnak ha V iires halmaz.) Egy
peV* sz6 hosszdt - akkor is ha V nem véges - Ipl- el jeloljiik, s mint kordbban, a sz6t alkotd betlik
szamat értjiik alatta (multiplicitdsokkal egylitt). A V halmaz szdmossagét is (akdr véges, akdr nem,
akdr tires akdr nem) IV1- el jeloljiik. Végiil, ha p nem tires, mint kordbban, >p jeloli a p utolsé betiijét.

Legyen A=(Q, T, V, d, f) tetsz6leges Mealy-automata. A d:OxT — Q és a f,OxT — V fiiggvények
értelmezését kiterjesztjiik QXT*- ra a kovetkez6 definicidval:

Legyenek d:OxT - Q°, f:QxT* -V ugy definidlva, hogy tetszdleges geQ és ay, ..., a,€T esetén
alljanak fenn a

d(q, a1-—-ay)=q1-qn

ésa
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f(CIs ay-a,)=by---b,

osszefiiggések, ahol q;=d(q, ay), ..., g;=d(qn.1, ay), llletve b=f(q, ay), ..., by,=fqn-1, a,). Emellett
legyen d(q, A)=q, f(q, 2)=A. Ez a formdlis definici6 annak az interpreticiénak felel meg, hogy barmely
q€Q allapotbdl indulva az A automata egy bemend jelsorozatnak egy kimend jelsorozatot feleltet meg
(az automata "szekvencidlis gép"). Nevezetesen, az automata az iires bemend szora iires kimend széval
reagal.

Un
b

[ [l
flg,a1) flar, az) flge, as) flgn-1,axs)

d(g,a1) d(qu, az) a(gn—1,0n)

MEALY-AUTOMATA MINT ALTALANOSITOTT SZEKVENCIALIS GEP MUKODESI
VAZLATA

Valamely T halmaz feletti T" szabad monoidot egy V halmaz feletti V" szabad monoidba leképezd
aTl -V leképezést alfabetikus leképezésnek hivunk. A bemend szavak a bemend informécid, a
kimend szavak pedig a kimend informéci6 hordozoéi. Az automata az informdci6 4talakitast alfabetikus
leképezések segitségével realizdlja. fgy a fenti aja---a, szohoz az automata a fenti b1by---b,, szét
rendeli hozza. Specidlisan, az liresszénak minden éllapot az iiressz6t felelteti meg, hisz definicidink
értelmében tetszbleges geQ 4llapotra flg, A)=A. A tovdbbiakban egy A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automata
minden egyes geQ allapotdhoz hozzdrendeljiik a ¢, A(W)=f(q, W), weT" Osszefliggéssel definidlt ¢,
A:T* SV leképezést, melyet a geQ dllapot dltal indukdlt leképezésnek is fogunk hivni. Ha nem
all fenn a félreértés veszélye, ¢, 4 helyett a legtobbszor csak ¢~ t frunk. Inicidlis A=(Q, T, V, qo, d,
/) Mealy-automata esetén a go kezd6allapottal indukalt ¢, leképezést az A inicidlis automata dltal
indukdlt leképezésnek, vagy roviden az A automata leképezésének is mondjuk és idénként @y4- val

jeloljiik. A kovetkezd tétel George N. Raneyt6l (ejtsd: réni) szarmazik.

9. Tétel. (Raney tétele) Egy (p:T* — V" alfabetikus leképezés akkor és csak akkor automata leképezés,
ha eleget tesz a kovetkezd két feltételnek:

(1) hossztartd, azaz tetszSleges weT - ra wl=lp(w),

(i1) kezddszelet tartd (kezddszeletet kezddszeletbe visz at), azaz minden w, veT - hoz létezik olyan
Ed
ueV , hogy p(wv)=p(w)u.

Bizonyitds. A sziikségesség nyilvanvalé a kiterjesztett &tmeneti és kimeneti fiiggvények tulajdonsdgai
miatt. Valéba&ﬁn, legyen A=(Q, T, V, d, f) tetsz6leges Mealy-automata, s legyen geQ tetszdleges allapota.
Legyen weT tetszbleges. Ha w=A, azaz w az iiresszd, akkor f{g, A)=A a definiciénk szerint, azaz
a @y (A)=f(g, A) €s a flq, A)=A Osszefiiggések miatt ekkor ¢,(A1)=A, amibdl lp,(A)I=IAl nyilvdnvaldan
kovetkezik. @, tehdt az iiresszora teljesiti a hossztart6 tulajdonsdgot. Most legyen weT  nem iiresszo,
azaz legyen valamely aj, ..., a,€T bemend jelekre w=a;...a,. Ekkor, amint a d és f fiiggvények
kiterjesztésénél lattuk, alkalmas gy, ..., g,€Q éllapotokra q=d(q, ai), g»=d(q1, a2), ..., g,=d(gn-1, an)
teljesiilése mellett flg, ai---a,)=f(q, a))f(q1, a2)--fqn-1, an). Vagyis, bevezetve a b1=flq, a1), br=f(q1,
az), ---» by=fqn-1, a,) jeloléseket, @ la--a,)=fq, ai-+-a,)=b---b,. EbbSl nyilvanvald, hogy la;---a,l
=lby---byl=n, vagyis Iwl=lp,(w)l, azaz ¢,, minden T"- beli (lires vagy nem iires) sz6ra hossztarto.

Az iiressz6 T - nak és V'- nak egységeleme, azaz tetszbleges veT', weV' esetén Av=vi=v, illetve
Aw=wi=w. Legyen most veT tetszSleges sz0. Ekkor azt kapjuk, hogy @ (Av)=¢,(vV)=A@,(v). Vagyis
a kezdGszelet tart6 tulajdonsag teljesiilni fog ha az iiresszo a kezdbszelet, a végszelet pedig maga a

54



A véges automatdk
elméletének alapjai

tekintett sz6. (frjunk u- t a @4(v) helyébe a @ (Av)=A@,(v) egyenlGség jobboldalan.) Hasonléan kapjuk
tetsz6leges weT " raa WA=, (W)=p4(W)A levezetést. Tehat a kezdGszelet tart6 tulajdonsdg akkor
is teljesiilni fog, ha a sz6é kezddszeletének magat a sz6t tekintjiik, végszeletének pedig az uresszot
(Ir]unk u- ta A helyébe a g (wd)=p4(w)A egyenlSség jobboldaldn.) Most valasszuk meg a w, veT part
ugy, hogy egyikiik se legyen iires. Ekkor valamely ay, ..., ax, a1, -- ., a,€T bemend jelekre w=a;---ay,
V=ay.1--ap. Vezessiik be rendre a g1=d(q, a1), go=d(q1, a2), ..., gp=d(gn-1, an) € a b1=f(q, a1), br=f(q1,
- bp=f(qgn-1, ay) jeldléseket. Ekkor o (wv)=flg, wv)=flg, a1---an)=f(q, af(q1, a2)-- fqk-1, a)qr+1,
A1) fGn-1, an)=b1--bb1-by €s @, (w)=fq, w)=flq, ar--ar)=fq, a)fq1, a2)f(qr-1, a)=b1-bi
fenndllnak. EbbSl viszont ¢ ,(Wv)=@4(W)bii1-+-b,, vagyis az u=by,--b, vilasztdssal kapjuk, hogy
alkalmas ueV'- ra @q(wv)=@,(w)u ebben az esetben is fenndll. ¢, tehat valoban kezdGszelet tarto.

Az elegendbséghez legyen qp:T* -V tetsz6leges hossz- és kezd@szelet-tart6 alfabetikus leképezés.
Ekkor minden w, veT pdrhoz lesz olyan ueV ', hogy p(wv)=¢p(w)u.

Rogzitett weT " esetén jelolje @,, azt a (pW:T* — V" alfabetikus leképezést, melyre tetszdleges veT"
esetén a p(wv)=p(w)@,,(v) egyenldség fog teljesiilni. E16szor mutassuk meg, hogy a tetszSlegesen
valasztott weT - hoz tekintett @,, alfabetikus leképezés is automata leképezés. Valdban, ¢ hossztartd
volta miatt Iwvl=lp(wv)l és Iwl=lp(w)l. Masrészt p(wv)=p(w)e,,(v) miatt lp(w)e,,(V)I=lpwv)l, azaz lwl
+vl=(Iwvl=lp(W)@,,(v)I=)lp(w)l+lp,, (V). EbbSI Iwl=lp(w)l értelmében vI=lp,,(v)|, azaz ¢,, hossztarto.
Mutassuk meg, hogy kezd@szelet tarté is. Legyen v, €T tetsz6leges. Ekkor p(wvz)=p(w)@,,(vz)
és p(Wv2)=WV)@y ()= (W)@, (V)P (2) 1s teljesiilni fognak a ¢ kezdbszelet tartd volta miatt. fgy
WP (V) =PW)P,(VPy(2) is teljesiil. Am szabad monoidban a szavak egyenlsége betiir§l-betiire
val6 egyenldséget jelent, azaz a legutobb kapott egyenldségiinkbdl ¢,,(vz)=@,, (V)@ (2) is kovetkezik.
Mas széval, tetszdleges v, zeT*- hoz 1étezik olyan u(=(pwv(z))€V*, hogy ¢,,(v2)=@,,(v)u teljesiil. Tehat
@y 1s kezdGszelet tartd. Azt kaptuk tehdt, hogy tetszdleges weT esetén @,, 1s automata leképezés.
Tetszbleges weT esetén a @,, automata leképezést a tovabbiakban a ¢ leképezés dllapotdnak fogjuk
hivni. Legyen Q(p={g0WIWET*} €s definidljuk az Ay=(Qy, T, V, @y, dy, f,,) Mealy-automatat Ggy, hogy
minden ¢,,€Q,, acT esetén dy(@y, =P ya» fo(@w, )=@n(a). A tételhez azt kell még megmutatni, hogy
A, automata a ¢ leképezést indukalja.

Mivel az iiressz6 az egyetlen olyan sz, melynek hossza nulla, a ¢ hossztart volta miatt g(4)=A.
Igy tekintettel arra, hogy az iiressz6 mint bemend sz6 hatdsira egy Mealy-automata kimend
szoként definicié szerint az liresszot adja ki, fu(@a, A)=@(A)(=1) teljesiilni fog. Most legyen
w=aj--a, egy nem lres bemend sz6, ahol ay, ..., a,€T tetszGleges bemend jelek. Az A, automata
definicidja értelmében, valamint amiatt, hogy tetszleges ueT széra Au=u fenndll, d(g;, w)=d(@,,
a1 a)=Pira,Prayay Piar-a,=PaParay Pay-—a, EKKOT azonban, ugyancsak az A, automata definicidja
alapjén ¢A[p=f(p(§0bw)=f<p(§0/1’al'"an)sz((pbal)fw(qgal’aZ)"'f(p(wal--»a,,_l,an)zwl(al)ggal(aZ)'"(palma,,_l(an):
='1(p/1(a1)(pal(a2)"‘(pul~~~an,1(an):(p(l)(p/1(al)@al(a2)'“(palman,](an):(p(zal)(pul(aZ)“'(palwan,](an):
=§0(/1a1‘12)(pa1a2(a3)”'(pm~-an_](an)='"=(p(lal"'an)=(p(al"'an)=§0(w)-

Viszont épp ezt kellett bizonyitani. I

Nyilvdnvald, hogy ha egy automata leképezés egy véges inicidlis automatdval indukélhatd, akkor
ennek az automata leképezésnek legfeljebb annyi dllapota lehet mint az &6t indukalé véges
automatdnak. Mdsrészt az is vildgos, hogy a Raney tételének bizonyitdsdban szerepl$ A, automata
véges, ha a bemend és kimend jelhalmazok végessége mellett a tekintett ¢ automata leképezés véges

2 2z

allapotd. fgy a kovetkezd 4llitdshoz jutunk.

1. Kovetkezmény. Egy véges halmaz feletti monoidot egy véges halmaz feletti monoidba képezé
automata leképezés akkor és csakis akkor indukélhaté véges automatdban, ha allapotainak szdma
véges.

2. Megjegyzés. Egy qo:T* — V" automata leképezés indukalhaté a kovetkez6 Mealy-automatdval is:

AY=(T", T, V,2,d, f7), ahol tetszSleges weT', aeT parra d”(w, a)=wa, f*(w, a)=>>@(wa) (ahol >¢@(wa)
a @(wa) utolso betijét jeloli).
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Az A, automatit a ¢ automata leképezéshez tartozé alsé automatdnak, az A% automatat pedig a
¢ automata leképezéshez tartozo felsé automatdnak hivjuk. Vildgos, hogy a felsé automata mindig
végtelen allapot.

Egy inicidlis automatat inicidlisan osszefiiggonek hivunk, ha a kezdéallapotab6l minden dllapotba visz
at bemend sz6. Képletben, az A=(Q, T, V, qo, d, f) inicidlis Mealy automata inicidlisan 6sszefiiggo,
ha minden geQ 4llapothoz 1étezik olyan weT bemend sz6, hogy d(qo, w)=q, azaz a g éallapotbol
indulva a w sz6t feldolgozva az automata a g allapotba jut. (Megjegyezziik, hogy w=\ valasztassal ez
a kezdéllapotra mindig fenndll.) Nyilvanvald, hogy egy automata leképezéshez tartoz6 also és felsd
automatak inicidlisan 0sszefiiggdek. Bizonyitds nélkiil megemlitjiik a kovetkezd tételt.

10. Tétel. Ha A tetszGleges olyan inicidlisan Osszefiiggd automata, amely a ¢ leképezést indukalja,
akkor az A automata az A% fels6 automatdnak allapothomomorf képe, s ugyanekkor az Ay alsoé
automata pedig A- nak allapothomomorf képe.

3. Megjegyzés. Egy @ automata leképezés eldallitdsandl felhaszndlt automatdk koziil a hozza
tartoz6 alsé automata a lehetd leggazdasidgosabb, a hozza tartozé felsé automata pedig a lehetd
leggazdasagtalanabb. Igy az optimalis elallitasndl a ¢ automata leképezéshez tartozo alsé automatat
kell el&allitani. Ez igy azonban csupan elméleti eredmény, mivel adott w, veT pérra 4ltaliban nehéz
ellendrizni, hogy fennall-e a ¢,,=¢, egyenldség.

11. Tétel. TetszSleges T halmazra T bsszes onmagaba torténd automata leképezéseinek Ky halmaza
a leképezések szokdsos szorzdsara nézve monoidot, azaz egységelemes félcsoportot alkot.

4. Megjegyzés. Egy A=(Q, T, V, qo, d, f) altal indukalt leképezésnek a B=(Q ', T', V', q'o.d ', f") automata
altal indukdlt leképezéssel vald szorzdsa értelmezhetd, ha VCT'. Ezt a szorzat-leképezést a B automata
indukdlja, ha B'=(OxQ"', T, V', (q0, q'0), d", f") alakd, ahol tetszSleges (g, ¢ )eOxQ", acT parra
d"((g,q", a)=(d(q, a),d'(q", flqg, @) és f"((q, q "), &)=f"(q ", flg, @)). A B' automatit az A automata B
automataval torténd soros kapcsoldsdnak vagy szuperpoziciojdnak hivjuk.

12. Tétel. Egy T halmaz feletti T" monoid Ssszes onmagdba torténd, véges automatdk dltal indukalhat6
leképezéseinek L halmaza a leképezések szokdsos szorzdsdra nézve részfélcsoportot alkot a Kr
félcsoportban.

13. Tétel. Tetsz6leges T halmazra az T" bsszes onmagaba torténd bijektiv automata leképezéseinek
Arhalmaza a leképezések szokdsos szorzdsdra nézve részcsoportot alkot a Ky félcsoportban.

14. Tétel. Egy T halmaz feletti T" monoid dsszes onmagaba torténd, véges automatdk altal indukalhat6
bijektiv leképezéseinek Grhalmaza a leképezések szokdsos szorzdsira nézve részcsoportot alkot a K1
félcsoportban és az Ay csoportban.

Egy S félcsoport generdtorrendszerén értjiikk S- beli elemek egy H részhalmazat, ha S minden eleme
el6éll H- beli elemek szorzataként. H minimdlis generdtorrendszere, vagy mas néven bdzisa S- nek, ha
amellett hogy S- nek generatorrendszere, tetsz6leges heH mellett H\ {7} mar nem generatorrendszere
S-nek. Hasonl6an, egy G csoport generdtorrendszerén értjiik G- beli elemek egy H részhalmazat, ha G
minden eleme el6all olyan szorzatként, melynek minden tényezdje vagy egy H- beli elem, vagy pedig
egy H- beli elem inverze. Ugyantigy mint félcsoportok esetén, H minimdlis generdtorrendszere, vagy
mds néven bdzisa G- nek, ha amellett hogy G- nek generatorrendszere, tetsz8leges he H mellett H\ {h}
mdar nem generdtorrendszere G- nek. (Az itt szerepl6 S és G betlik az angol group (=csoport), illetve
semi-group szavak kezd&betli, a generativ nyelvtanokndl szerepld S, illetve G- vel val6 azonossdguk
csak a véletlen miive!)

Nem nehéz beldtni, hogy ha T egy egyelemi halmaz vagy T az iires halmaz, akkor Kr, L, A, G1
mindegyike egy elemii. [gy ebben az esetben mindegyiknek onmaga a bazisa. Ha T legalabb két elem(,
akkor érvényes a kovetkezd allités.

15. Tétel. Egy legaldbb két elemii 7 halmaz esetén K7~ nek és Ly nek nincs bazisa.
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Nyitott kérdés, hogy van-e bazisa Ar- nek, illetve G- nek egy legalabb két elemi 7 halmaz esetén.

Végiil megjegyezziik, hogy Moore-automata esetén az atmeneti és jelfiiggvények Kkiterjesztése
hasonloképp torténik mint Mealy-automata esetén. Legyen A=(Q, T, V, d, g) tetszbleges Moore-
automata. A d:OxT — Q és a g:Q — V fiiggvények értelmezését kiterjesztjiik QXT*— ra, illetve Q-
ra a kovetkezd definicidval:

Legyenek d:Q><T>k - 0, g:Q* SV ugy definidlva, hogy tetszdleges geQ és ay, ..., a,€T esetén
alljanak fenn a

d(q, a1-—ay)=q1-qn
ésa
g(q1---gn)=b1---by

osszefiiggések, ahol q1=d(q, ay), ..., g,.=d(qu-1, ay), illetve bj=g(q1), ..., by,=g(q,). Emellett legyen
d(q, 2)=q, g(A)=A. Ekkor a q dllapot altal indukalt ¢, leképezésre @ ,(A)=g(A)=A, illetve tetszlleges
at, --- al’LET_ re §0q(al"’an):g(CI1"'Cln), aholis qlzd(Q’ Cll), C]2=d(CI1, (12), EREE) qn:d(qu-l9 an)' Kés6bb
latni fogjuk, hogy minden inicidlis Mealy-automatdval indukdlhaté automata leképezés indukalhatd
inicidlis Moore-automataval is. S6t az is igaz, hogy ha egy automata leképezés véges inicidlis Mealy
automataval indukalhaté, akkor indukalhat6 véges inicidlis Moore-automataval is. fgy a fejezetben
targyaltak Moore-automatdkra ugyanigy érvényben maradnak. Az dtmeneti fliggvény természetesen
kiterjeszthet6 kimendjel nélkiili automata esetén is. Nevezetesen, ugyanigy mint Moore-automata
esetén, egy A=(Q, T, d) tetsz6leges kimendjel nélkiili automatara a d:OxT — Q fiiggvény értelmezését
ugy terjesztjiik ki QxT*— ra, hogy d:OxT — Q'-ta kovetkezSképp definidljuk: Legyen d: OxT — Q"
gy definidlva, hogy tetsz6leges geQ és ay, ..., a,€T esetén dlljanak fenn a

d(q7 al...an)qu...qn

Osszefiiggések, ahol ¢1=d(q, ay), ..., g,=d(qu-1, a,). Emellett legyen d(g, 1)=q. Ekkor a g éllapot 4ltal
indukalt ¢, leképezésre @ (1)=4, illetve tetszdleges ay, ..., a,€T- re @ (a;--a,)=q1-qn, aholis g;=d(q,
a), Q2=d((I1, a), ..., Qn=d(q;1—l, ay).

Mint kordbban megjegyeztiik, egy A=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automatét szokas olyan A=(Q, T, V, d,
) Mealy-automaténak tekinteni, ahol V=0 és f=d. Ez a kiterjesztett atmeneti és kimeneti fiiggvényekre
csak korlatozottan érvényes. Nevezetesen, ha weT" nem iires, akkor a kiterjesztett kimeneti fiiggvényt
is ugy értelmezziik, hogy fig, w)=d(q, w), geQ. Az iiressz6 esetén viszont a kiterjesztett atmeneti és
kimeneti fliggvényeket ebben az esetben (tehit egy A=(Q, T, Q, d, /) Mealy automatanak tekintett
A=(Q, T, d) kimengjel nélkiili automatdk esetén) ugy definidljuk, hogy d(q, 1)=q és f(q, A)=A minden
q€Q- ra. Ekkor egy A=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automata esetén egy geQ allapot altal indukalt ¢,
leképezés alatt értjiik azt a qoq:Q* -0 leképezést, melyre tetszleges weT" esetén

@ (w)=d(q, w), ha w#4,
@q(wW)=4, ha w=A.

A kimengjel nélkiili automatdk altal indukdlt automata leképezések specidlis automata leképezések,
s nem minden (Mealy- vagy Moore-féle automatdval indukdlhat6) automata leképezés indukalhat6
véges automataval.

4.7. példa - Automataleképezések

Legyen A=({qo, g}, {a, b}, {a, b}, g0, d. ) egy inicidlis Mealy-automata, ahol d(qo, a)=d(q, a)=qo, d(qo,
b)=d(q, b)=q, f(qo, )=f(q, a)=fq0, b)=a, flq, b)=b. EKkor ¢, (aababb)=aaaaab, amihez akdrhogy is
szerkesztiink meg egy inicidlis kimendjel nélkiili B=(Q ', T, po, d ') automatét, ¢, (aababb)#aaaaab fog

teljesiilni. Tehat valéban, nem minden automata leképezés indukalhat6 kimendjel nélkiili automataval.
*
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4.5. Redukalt automata. Véges
determinisztikus automatak minimalizalasa

4.5.1.

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy tetszSleges automata alfabetikus leképezések egy sokasdgat
indukalja. (Minden éllapot indukal egy alfabetikus leképezést, melyek koziil egyesek egybeeshetnek.)
Jelolje Fa={@4lqeQ} egy A=(Q, T, V, d, f) éltal indukalt leképezések sokasdgat. Egy ilyen sokasdgot
az A automata dltal indukdlt leképezések csalddjdnak is fogunk hivni. El6fordulhat, hogy p, geQ, p#q
€s mégis @,=@,. Most azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy ha egy F leképezés csaladhoz sikeriil médr
olyan A automatat taldlnunk, melyre F4=F teljesiil, hogyan tudjuk helyettesiteni A- t egy ugyanilyen
tulajdonsdgd, de minimadlis allapotszdmu A automatdval. (Természetesen ennek a dolognak akkor
van igazdn értelme, ha az dllapothalmaz véges.) Definidljunk egy A=(Q, T, V, d, f) Mealy-automata
dllapothalmazan egy o4 reldciot: goap @ ,~¢, (azaz qo gp <fig, w)=f(p, w) minden w bemend szora).
Konnyen beldthatd, hogy az igy definidlt o4 reldcié kongruencia, s rdaddsul a g4- hoz tartozé Cy
kompatibilis osztdlyozds maximadlis abban az értelemben, hogy minden mas kompatibilis osztdlyozas
Cy4- nak finomitdsa. Ezesetben Cy- t az A automatdhoz tartozé maximalis kompatibilis osztalyozdsnak
is hivjuk, az A /o4 faktorautomatat pedig az A -hoz tartozé redukdlt automatdnak mondjuk. Altalaban,
egy A=(Q, T, V, d, /) Mealy-automatat redukdltnak neveziink, ha tetszbleges p, geQ péar esetén
PoAq=p=4.

Ehhez két fontos megjegyzésiink van:
5. Megjegyzés.

1. Egy automatédhoz tartozé redukdlt automata a legkisebb allapotszdmmal (illetve végtelen automatak
esetén a legkisebb szdmossdgu 4llapothalmazzal) biré olyan automata, amely ugyanazt a leképezés
csalddot 4llitja eld, mint az illet§ automata.

2. Egy automata akkor és csak akkor redukdlt, ha Q- izomorf sajat magéval.

Egy A automata minimalizdldsdn az A- hoz tartozé Ag redukdlt automata megszerkesztését értjiik.
Ebben a vonatkozdsban az A redukalt automatat minimdlisnak hivjuk. A kovetkezd, véges automatak
minimalizédldsdra szolgdlé algoritmus D. D. Aufenkamp és F. E. Hohn nevéhez f{iz&dik.

Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmus
Egy véges A=(Q, T, V, d, f) automata esetén az Ay redukdlt automatdhoz gy jutunk el, hogy a
Vp. 4€Q:(poag SV WeT f(p, w)=fg, w))

(azaz minden p, geQ péar esetén poaq akkor és csak akkor, ha fip, w)=f(q, w) barmely weT"
esetén fenndll) reldcidhoz tartozd C4 osztdlyozast osztdlyozdsok egy Ci, Cs, ... sorozatin keresztiil
szerkesztjiik meg, melyeket a kovetkezképp definidlunk:

(D)Vp, geQ:(C1Ipl=CilgleVacT f(p, a)=f(q, a))

(azaz minden p, geQ parra a C| osztilyozds szerint p és g akkor és csak akkor esnek egy osztdlyba,
ha ugyanazon bemend jelre ugyanazon kimendgjellel reagdlnak);

(i) ha i 2 1Ciy 1 [p)=Cinilq] = Cilpl=Cilq]YacT Cild(p, a)]=Cild(q, a)].

(Azaz ha i 21, 4gy a Cj;; osztdlyozds szerint p és g akkor és csak akkor esnek egy osztdlyba, ha
egyrészt mar C; szerint is egy osztdlyba esnek, masrészt pedig minden bemend jel hatdsara egy és
ugyanazon C; szerinti osztidlyba mennek at.)

El6szor megszerkesztjiik a Q dllapothalmaz Cy szerinti osztdlyait, mikoris pontosan akkor tartozik
két allapot egy osztdlyba, amikor minden egyes bemend jel hatdsdra ugyanazt a kimendjelet adjak
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ki. (Lasd (i).) Ezutdn minden egyes m>1- re megszerkesztjilk a C,, szerinti osztilyokat egészen
addig, mig C,,=C,,4 teljesiil. Latni fogjuk, hogy ilyen m 1étezik, s nagysaga legfeljebb IQI-1. Igazolni
fogjuk, hogy ez a C,, osztdlyozds épp a Q maximdlis kompatibilis osztdlyozdsa. Ezutdn a redukdlt
automata megszerkesztése van csak hatra, melynek szerkezete A/ C,=(C,,, T, V, dc,, fc,). ahol
minden Cy[gl€C,,, a€T- re dc,(Cylql, a)=C,,[d(g, a)], illletve fc,(Cyulql, a)=f(q, a). Specidlisan, ha
az eredeti automata inicidlis volt, és a kezd6 allapota gq volt, akkor a redukalt automata is valaszthat6

7z

inicidlisnak, éspedig ugy, hogy a kezdballapotat C,,[go]- nak vélasztjuk.

4.5.2. Kiegészités az Aufenkamp-Hohn minimalizacios
algoritmushoz

Ha a célunk nem az automatdhoz tartozé (redukalt) minimélis dllapotszdmu automata, hanem csupan
a @g,- t indukdlé minimdlis inicidlis automata meghatdrozésa, akkor ehhez az A=(Q, T, V, qo, d, f)
minimalizdlandé automata helyett annak a kezd6allapotbdl elérhetd allapotok altal meghatarozott,
azaz a Q '={>d(qo, w)leT*} allapothalmazzal rendelkezd A'=(Q', T, V, qo, d', f') inicidlisan
Osszefiiggs allapot-részautomatdjat minimalizaljuk. (Emlékeztetsiil: a >>d(gg, w)€Q" sz6 utolsé

ez 7 2

betijét jelenti.) A go- bol el nem érhetS éllapotok ugyanis nem jatszanak szerepet a @, leképezés
indukdldsdban (az Osszes go- bol elérhetd dllapot viszont igen). Mivel A végessége miatt ekkor a
kezd6allapotbdl csak azok az éllapotok érhetSk el, melyek legfeljebb |QI-1 hosszisdgu szavakkal
elérhetdk, a Q 4allapothalmaz Q' részhalmaza algoritmikusan meghatdrozhat6. Erre a kovetkezd
moédszer kindlkozik: Legyen el6szor Qop={qo}. Ezutin minden i > 1- re legyen Q;.1={¢qldq'€Q;,
a€T:d(q', a)=q}. Ha valamely i = 1- re elérjiik, hogy Q;=0;,1, akkor Q '=Q;. Nyilvén az ilyen i- re

i <10I-1 teljesiil.

Most meg fogjuk mutatni, hogy az algoritmus és a kiegészité megjegyzésiink korrekt. Ervényesek a
kovetkezd megdllapitdsok:

1. Segédteétel. Tetszbleges p, geQ parra és i = 1 természetes szdmra C;[p]=Cj[q] akkor és csak akkor
411 fenn, ha minden i- nél nem hosszabb weT" bemen§ széra S, w)=flq, w).

Bizonyitds. Eloszor azt igazoljuk, hogy tetszéleges p, geQ parra és i>1 természetes szdmra
Cilp]=Cilq]- nek kovetkezménye, hogy minden i- nél nem hosszabb weX' bemend széra S, w=f(q,
w). Allitdsunkat teljes indukciéval fogjuk igazolni.

Ha i=1, akkor egy i- nél nem hosszabb sz6 vagy az iiresszd, vagy a bemend jelhalmaz egy eleme. Az
tiresszora f{(p)=A minden peQ par esetén fenndll, tehat f(p, 1)=f(q, A)(=A) akkor is igaz, ha specidlisan
Ci[p]=Cilq] valamely p, geQ- ra. Amennyiben viszont a€T és C[p]=C|[ql, akkor f(p, a)=f(q, a) is
teljesiilni fog 6sszhangban a C osztalyozas definicidjaval.

Tegyiik fel most, hogy valamely i > 1- re igaz az allitds. Mutassuk meg, hogy ekkor i+1- re is igaz.
El6szor észrevessziik, hogy minden olyan p, geQ parra, melyre C;y1[p]=Ci;1lg] fenndll, definiciénk
értelmében C;[p]=Cilq] is igaz. Ekkor viszont az indukcids feltevésiink miatt minden olyan weT - ra,
melyre w nem hosszabb i- nél, f(p, w)=f(q, w). Azt kell tehat csak beldtnunk, hogy amennyiben egy
w sz6 hossza i+1, akkor minden olyan p, geQ parra, melyre Ci;[p]=Ci+1[q], fenndll a d(p, w)=d(q,
w) egyenléség. Igen dm, de ekkor w el6dll w=av alakban, ahol a€T, s ugyanekkor veT" pedig i

hosszisagu. Ekkor tehat fip, w)=f(p, av)=f(p, a)[d(p, a), v), illetve f(g, w)=fq, av)=fq, a)fd(q, a),
v). Ci+1[p]=Ci+1lq] fenndllasa mellett C[p]=C)[q] is igaz, amibdl f(p, a)=f(q, a) kovetkezik (lasd

i=1 eset). Masrészt Ciy1[p]=Ci+1[q] definicié szerint azt is jelenti, hogy minden a€T esetén C;[d(p,
a)]=C;[d(q, a)]. Viszont az indukciés feltevésiink értelmében ekkor minden i hosszisagi veT széra
fldp, a), v)=f(d(q, a), v). Ehhez figyelembe véve az el6bb megallapitott f(p, a)=f(q, a) egyenlbséget,

fenndll az f(p, a)f(d(p, a), v)=f(q, a)(d(q, a), v) egyenlbség is, ami épp azt jelenti, hogy f(p, av)=f(q,
av). Ez viszont w=av értelmében az f(p, w)=f(q, w) egyenldséghez vezet.

Most azt tegyiik fel, hogy adott p, geQ és i = 1 mellett f(p, w)=f(q, w) teljesiil minden weT™, Wl <i
feltételnek eleget tevd bemend szora. Igazoljuk teljes indukciéval, hogy ekkor Ci[p]=C;[q].
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Ha i=1 és minden a€7- re (azaz minden weT", Iwl=1- re) fip, a)=f(q, a), akkor Ci[p]=Cilq]
definicid szerint teljesiil. Tegyiik fel ezutdn indukcids feltevésként, hogy valamely rogzitett i > 1- re
valahanyszor egy p, geQ parra f(p, w)=f(q, w) minden lwl < i- nek eleget tevd weT bemend sz6 esetén
fenndll, mindannyiszor C;[p]=C;[q]. Legyen ezutin minden i+1- nél nem hosszabb nem iires weT"
bemend sz6 esetén f(p, w)=f(g, w). Ekkor w=av, ahol a€T és veT*, ahol vl £i. Ez tobbek kozott azt
jelenti, hogy minden a€T- re és i- nél nem hosszabb veT - ra fd(p, a), v)=fd(q, a), v). Indukcids
feltevésiink értelmében igy C;[d(p, a)]=C;[d(q, a)] tetszbleges a€cT esetén teljesiil. Mdasrészt ha f(p,
w)=f(q, w) minden i+1- nél nem hosszabb w, veT bemend széra teljesiil, dgy teljesiil minden i- nél
nem hosszabb bemend széra is. Ez viszont indukcids feltevésiink miatt C;[p]=C[q]- t eredményezi.
Ezt osszevetve azzal, hogy Ci[d(p, a)]=C;[d(q, a)] tetszbleges a€T esetén teljesiil, definicié szerint
kapjuk, hogy Ciy1[p]=Cis1lq]. Ezzel az allitast igazoltuk.

2. Segédtétel. Ha valamely m = 1 természetes szamra C,,,=Cp,.|, akkor minden j, k = m természetes
szampérra C=C.

Bizonyitds. Allitasunkhoz nyilvan elég igazolni, hogy ha C,=C, akkor C,=C,». Legyen
tehdt valamely m =1 természetes szdmra C,=C,., s legyen valamely p, geQ é&llapotparra
Ch+1lp1=Criv1lq]. Ekkor viszont definicié szerint tetszSleges a€T- re teljesiilni fog a C,[d(p,
a)]=Cy,ld(g, a)] egyenl6ség. Viszont C,=C,,;; miatt igy C,,+1[d(p, a)]=Cy11[d(g, a)] is fenn fog
allni. Ez viszont a feltételezett C,,.1[p]=C+1lq] egyenldséggel egyiitt azt fogja definici szerint
eredményezni, hogy C,,2[p]=Ci+2lq]. Vagyis azt kaptuk, hogy ha C,,=C,,;, akor minden olyan p,
q€Q parra, melyre Cp41[p]=Cy+1lg], fenndll C,,10[p]l=C12lq] is. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy
Cnr1=Cpy2.

Most igazoljuk, hogy az Aufenkamp-Hohn féle algoritmus valéban korrekt.

16. Tétel. Az Aufenkamp-Hohn féle algoritmus véges sok 1épésben minimalis redukalt automatat llit
eld.

Bizonyitds. Ha Cy szerint minden allapot egy osztdlyba esik, akkor minden dllapot egy és ugyanazon
kimendgjellel reagdl egy és ugyanazon bemend jelre. Ekkor C1=C, nyilvadnvald. Ez esetben tehdt a 2.
Segédtétel értelmében a minimadlis automata egyetlen allapottal fog rendelkezni, s egy-egy bemend
jelre ez a redukalt automata egy és ugynazon kimendgjelet adja ki, mint az eredeti automata barmelyik
allapota.

Tegyiik fel most, hogy IC{I>1. Ha C|=C,, akkor m=1 és ismét a C; a kivant maximalis kongruencia
osztalyozas. Ellenkezd esetben C;- nek legalabb eggyel tobb osztalyt kell tartalmaznia mint Ci- nek,
vagyis legaldbb harom osztalyt. Ezt folytatva lesz egy egyre finomodé osztilyozas rendszeriink, ahol
minden egyes osztilyozas legalabb eggyel tobb osztilyt fog tartalmazni mint az el6z6. Tekintettel arra,
hogy feltételeztiik ICI>1- t, tovabba figyelembe véve, hogy legfeljebb IQl szaimu osztdlya lehet egy-
egy osztalyozasnak (hisz egy adott osztdlyozasndl minden osztalynak kell legaldbb egy O- beli elemet
tartalmaznia), azt kapjuk, hogy lesz olyan m < 1QI-1, melyre C,,=C,,+1. Val6ban, ha vesziink valamely
m>1- re egy egyre finomod6 olyan osztilyozas rendszert, melyre C1>C,>---DCy,, akkor ha C;- nek
legaldbb két, C,- ek legaldbb harom, ..., C,- nek legaldbb m+1 eleme van és Gsszesen |0l szamu
allapotunk van (vagyis legfeljebb |0l szdmu osztilya lehet egy-egy osztidlyozasnak), akkor m+1 < 10|
fennélldsa azt is jelenti, hogy m <IQI-1. fgy viszont valéban lesz olyan m < |QI-1, mikoris C,,=C,+1,
ami a 2. Segédtétel értelmében azt is jelenti, hogy teszbleges i = m- re C;=C,,. Ez azonban az 1.
Segédtétel miatt azt is eredményezi, hogy teszdleges olyan p, geQ allapotparra, melyre C,,[p]=C,,lq],
teljesiilni fog a fip, w)=f(q, w) egyenléség, akdrmilyen hosszdi is a tekintett weT bemend sz6. Ezzel
belattuk, hogy C,, egy kongruencia osztdlyozas, aholis m < |1QI-1.

Be kell még latnunk, hogy C,, valéban maximaélis kongruencia osztalyozas, vagyis ha két allapot nem
tartozik C,, szerint egy osztalyba, akkor az dltaluk indukalt leképezések kiilonbozbek. Legyen p, geQ
két allapot, mely C,, szerint nem tartozik egy osztdlyba. Ha mar C; szerint sem tartoznak egy osztédlyba,
akkor valamely a€T- re fip, a)#f(q, a) és akkor valoban igaz, hogy ¢,#¢,. Ellenkezs esetben van egy
maximadlis k<m, hogy Ci[p]l=Cilq], am Ciyi[p]l#Cr+1lg]. Ekkor viszont a 1. Segédtétel alapjan van
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legaldbb egy olyan k+1 hosszuisagu weT" sz6, hogy d(p, w)#d(q, w). (Nevezetesen, minden k+1- nél
rovidebb weT  széra Cilp]=Cilq] miatt fip, w)=f(q, w), masrészrdl pedig Ci.1[p]#Cr+1[g] miatt van
legaldbb egy olyan k+1- nél nem hosszabb weT" sz6, melyre f(p, w)#f(q, w). A két 4llitas egyiittes
fennalldsa azt jelenti, hogy f(p, w)#f(q, w) legalabb egy k+1 hosszi széra teljesiil.)

Be kell még latnunk azt is hogy a kiegészité megjegyzésiink is korrekt. A fentiek alapjdn az is igaz,
hogy ha az A automata inicidlis és kezddéllapota g, akkor a redukdlt automatat is vélaszthatjuk
inicidlisnak oly médon, hogy kezd@allapotdnak a C,,[go] osztélyt valasztjuk. Ez az osztély is a ¢,
leképezést fogja a redukdlt automatdban indukdlni ugyanigy, mint ahogy a go a @, leképezést
indukdlja A- ban.

Ha egy iniciélis A=(Q, T, V, qo, d, f) véges automatdhoz keressiik azt a minimadlis automatat, mely
@gq,- t indukdlja, el6szor célszerd a Q allapothalmaz Q '={q '€Qlq '=>d(qo, w), weT*} részhalmazat
meghatdrozni, s azutdn a Q' allapothalmaz dltal meghatdrozott A" inicidlis allapot-részautomatét
minimalizdlni. Vildgos ugyanis, hogy ez az A" inicidlis allapot-részautomata ugyancsak a @g,- t
indukalja, azaz A- ban a Q\Q '- beli, azaz az qo- bl el nem érhet6 dllapotok ugyanis ¢, indukdldsdban
nem jatszanak szerepet. Jelolje B a A- hoz tartozé inicidlis redukdlt automatét, B' pedig a A '- hoz
tartozé inicidlis redukdlt automatdt. Vildgos, hogy B ' ugyanigy a g~ t fogja indukdlni, mint B. Mivel
Q 'részhalmaza a Q- nak, az is vildgos, hogy a B ' dllapothalmaza részhalmaza a B dllapothalmazénak.
fgy ha Q'p jeloli a B', tovdbba Qp jeloli a B dllapothalmazat, |Q gl < 1Qpl.

Esetleg lehet olyan geQ\Q "' éllapotunk, melyre ¢,¢{¢,lg'€Q'}. Ekkor azonban 1Qgl<IQpl, vagyis
ilyen esetben B nem egy minimalis, ¢4, leképezést indukdlé automata. Tehdt valGban, egy g4,
leképezést indukalé minimdlis automata keresésénel célszerli elGszor a vizsgdlt A inicidlisan

Osszefiiggd allapot részautomatdjat meghatarozni, majd az Aufenkamp-Hohn féle algoritmust erre az
inicidlis dllapot részautomatara alkalmazni.

Kérdés még, hogy a Q' meghatdrozasahoz javasolt algoritmusunk korrekt-e. Az vilagos, hogy minden

i 2 1- re a Q; halmaz definici6 szerint a gy- b6l legfeljebb i hosszisagu szavakkal elérhet6 allapotok

halmaza. Igy azt kell csak kimutatnunk, hogy ha egy 4llapot go- bol elérhetd, akkor elérhetd |QI-1- nél
nem hosszabb bemend széval is.

Tetsz6leges w, v, ueT” esetén >d(qo, wv)=>d(qo, w) mellett >d(qo, wvu)=>>d(qo, wu) nyilvan fennall.
Igy ha valamely g€Q allapothoz van olyan w ' sz6, hogy 3>d(qo, w ')=¢, akkor w ' megvilaszhaté tgy,
hogy barmely két kiilonbozd w ", w "eT" kezdGszeletére >d(qgo, w")#>d(qo, w") teljesiiljon. Ekkor
viszont w ' hossza legfeljebb IQI- 1 lehet, kiilonben az ismétlsdés elkeriilhetetlen. gy megvizsgélva azt,
hogy melyek azok az éllapotok, melyek elérhet6k a kezd6allapotbdl legfeljebb 1QI-1 hosszi szdval,
megkapjuk Q'- t. Az is vildgos, hogy ha valamely k<IQI-1- re a go- bdl legfeljebb k hosszi széval
elérhetd allapotok Oy halmaza egybeesik a gg- bdl legfeljebb k+1 hosszi széval elérhetd allapotok
halmazaval, Ggy a gg- bdl elérhetd osszes dllapotok halmaza Q- val megegyezik. Valéban, ha a
legfeljebb k hosszi bemend szavakkal ugyanazokat az allapotokat érjiik el mint a legfeljebb k+1 hosszi
szavakkal, akkor minden /> 0- ra a legfeljebb k hosszi hosszi bemend szavakkal ugyanazokat az
allapotokat érjiik el mint a legfeljebb k+/, azaz barmilyen hosszi szavakkal. Az Aufenkamp-Hohn-

féle minimalizéciés algoritmushoz vett kiegészité megjegyzésiink tehat ugyancsak korrekt. I

m
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4.8. példa - Mealy-automata minimalizalasa 1.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmus segitségével az

A:({alyaz’a3’a4’a5’a6}’ {x)y}) {M,V,W},d,f)
Mealy-automatihoz tartozé Ay minimalis dllapotszdmu automatét! (d és f a kovetkezd tablazattal adott):

A ay a; as ay as ae

x (az,u) (a,w) (a,u) (as,w) (aq,u) (az,u)

y (az,v) (azv) (as,v) (as,v) (az,v) (av)
Megoldas:

(I.) A feladat megoldasanak els6 1épéseként kiilonbozé osztalyokba fogjuk sorolni az
A automata belsé allapotait. A kiindulé oszdlyokban két allapot akkor és csak akkor
esik egy osztilyba, ha ugyanarra a bemend jelre ugyanazzal a kimendjellel reagdlnak.

Jelen esetben:

Ci={aj,a3,as,a6},{az,a4}.

Ezek utdn a Cj;-edik osztdlyozas esetén két dllapot akkor esik egy
osztalyba, ha egyrészt a C;-edik osztdlyozds esetén is azonos

osztalyba tartoztak, masrészt pedig minden bemend jel hatdsara azonos
C;-beli osztilyban taldlhat6 allapotokba mennek at. Az osztilyozas
véget ér, amennyiben C;=C;,| valamely i > 1 esetén.

Jelen esetben:

C2: {al)a5 }) {Cl3,a6}, {02,04}.

C3:{a1,a5},{a3}, {a6}! {02,04}.

C4:{a1,a5},{a3}, {a6}! {02,04}.

Mivel C3=Cy, ezért az osztilyozas véget ért. A C3 osztalyait

jeloljiik valamely 1j bettivel, példaul b-vel:

bi={ay,as},ba={as},b3={as},bs={aza4}.

(II.) Készitsiik el az A automatdval ekvivalens, minimadlis dllapotszdmu A, automatat,

mely allapothalmazat az osztdlyozas és az 1j jelolés bevezetése utdn kapott b; betilik alkotjak,

- a bemend- és kimendjeleinek halmaza megegyezik az A automata megfeleld jeleinek halmazéval,
- az atmenetfiiggvényét megkapjuk ugy, hogy megnézziik, hogy az adott b; osztalybeli dllapotok
az adott bemend jel hatdsdra mely b; osztalybeli dllapotokba mentek 4t az A automata esetén

- és végiil az aktudlis b; osztilyhoz tartoz6 kimendjelet megkapjuk, ha megnézziik,

hogy az adott b; osztalybeli allapotok az adott bemend jel hatdsara mely

kimendjelet szolgéltattdk az A automata miikodése kozben.

Jelen esetben:

Ao=({b1,b2,b3,b4},{x,y},(u,v,w),d"f). Ahol d' és f' a kbvetkezs tablazattal adott:

A 0 b 1 b 2 b 3 b4
x (bg,u) (b1,u) (bo,u) (b1, w)
y (bo,v) (b4,v) (b4,v) (b4,v)
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4.9. példa - Mealy-automata minimalizalasa 2.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmus segitségével az

A=({ay,ap,a3,as,as,a6,a7}, {x,y}, {u,v,w}d)
Mealy-automatahoz tartozé Ayp minimalis dllapotszdmu automatat!
Ahol d és f a kovetkezo tablazattal adott:

A ay a as ay as ae az
x (azw) (azw) (az,w) (a7,w) (aew) (as,w) (ag,w)
y (aq,u) (axv) (aq,u) (azv) (ag,u) (as,v) (a,u)
Megoldas:
(@)
Ci={ay,az,as,a7},{azasa6}.
Cr={ay,a3,as,a7},{aas},{as}.
Cs={ay,az,a7},{as},{aras},{aec}.
Cs={ay,az,a7},{as},{aras},{ac}.
bi={ay,a3,a7},by={as},b3={ar,as},b4={as}.
(IL)
Ag=({b1,b2,03,b4},{x,y},(,v,w),d'f).
Ahol d' és f' a kovetkez6 tablazattal adott:
Ay by by b3 by
x (b3,w) (bg,w) (b1, w) (bo,w)
y (b3,u) (b3, u) (b3,v) (by,v)
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4.10. példa - Mealy-automata minimalizalasa 3.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmus segitségével az

A=({ar,ap.a3,as.as},{xy.2}, {uv}.df)
Mealy-automatahoz tartozé Ayp minimalis dllapotszdmu automatat!

A ay aj as ay as
x (az,u) (az,v) (az,u) (as,v) (as,v)
y (ag,u) (az,u) (ay,u) (az,u) (az,u)
(as,v) (as,u) (a1,v) (as,u) (ag,u)
Megoldas:
@)
Ci={ay a3} {azasas}.
Cr={a1}.{a3}.{aras.a5}.
Ci={a1}.{a3}.{aras.a5}.
bi={a1},.br={a3},b3={az asas}.
(I)
AOZ({bl’bZ;bS}, {x!y’z})(u)v))d')f)'
Ay by by b3
x (b3,u) (b3,u) (b3,v)
y (b3,u) (by,u) (bo,u)
z (b3,v) (b1,v) (b3,u)
*
4.11. példa - Mealy-automata minimalizalasa 4.feladat
Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmus segitségével az
A=({ay,a,a3,as,as,a6,a7,as},{xy}, {u,v},df)
Mealy-automatahoz tartoz6 Ay minimalis llapotszamu automatat!
A aj a) as ay as ae ay ag
x (ag,u) (a3,v) (as,u) (ar,v) (as,u) (as,u) (a3,v) (as,v)
y (az,v) (ar,u) (az,u) (az,v) (az,v) (azv) (aeu) (az,v)
Megoldais:

@)

Ci={ay,as,a6},{az,a7},{as},{as.as}.
Cr={ay,as,a6},{az,a7},{as},{as},{as}.
Cs={ay,as},{as}.{az a7}, {az},{as}, {as}.
Cy={ay,as},{ac},{az},{a7}.{as} {as}, {as}.

Cs={a1}.{as},{as},{az},{a7},{as},{as} {as}.

Ebben az esetben - mivel a Cs osztdlyozds esetén minden q; dllapot kiilon osztdlyba esik, -
az A automata mar minimalis, igy tovdbb nem minimalizalhatd, azaz Ag=A. %
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4.5.3. Aufenkamp-Hohn féle minimalizaciés algoritmus
Moore-automatakhoz adaptalt valtozata

Megjegyezziik el6szor, hogy ha egy Moore-automatit Mealy-automatdnak tekintiink, s
minimalizdljuk, az eredmény nem feltétleniil lesz Moore-féle automata (lasd Mealy és Moore
automatdk homomorfizmusa). Ha az A=(Q, T, V, d, g) Moore-automatdhoz azt a minimalis
allapotszdmui Moore-féle automatat akarjuk meghatdrozni, mely ugyanazt a leképezési csalddot
indukdlja, mint az eredeti Moore-automata, akkor az Aufenkamp-Hohn féle algoritmust egy kicsit
mddositanunk kell.

Egy véges A=(Q, T, V, d, g) Moore-automata esetén az Ao redukalt Moore-automatahoz tgy jutunk el,
hogy definidlunk egy kongruencia reldciét a kovetkezSképpen:

Vp, qeQ:(poageVay, ..., ay€T:g(p1--pn)=8(q1-qn)),
p1=d(p, a1), pr=d(p1, a2), ..., pp=d(pPn-1, ay),
Cllzd(% al)’ C]2=d(CI1’ a2)7 EEED) qrt:d(QH—l’ an)

(azaz minden p, geQ pér esetén posq akkor és csak akkor, ha g(p;---p,)=g(q;---q,) fenndll minden

Olyan P1s -5 Pns 415 -+ -5 C]neQ eseténs melyekre plzd(ps al)’ P2=d(l71s a2)’ ERRE) pn:d(pn-l» an)s C]lzd(%
ay), g2=d(q1, ap), ..., g;=d(qn-1, a,) fenndll valamely ay, ..., a,€T bemend jelek esetén).

Ekkor a g4 reldcidhoz tartozé C, osztilyozdst osztilyozdsok egy Cj, C,, ... sorozatin keresztiil
szerkesztjiik meg, melyeket a kovetkez6képp definidlunk:

() ¥p, qeQ:(CIpl=CilgqleVacT:g(p)=2(q))

(azaz minden p, geQ pdarra a C; osztdlyozds szerint p és g akkor és csak akkor esnek egy osztdlyba,
ha ugyanaz az éllapotjeliik);

(i) ha i 2 1Ci [p1=Cinilql = Cilpl=Cilq]YacT Cild(p, a)]=Cild(q, a)].

(Azaz ha i 2 1, akkor amint a Mealy-automatdkndl, a C;; osztilyozds szerint p és g akkor és csak
akkor esnek egy osztdlyba, ha egyrészt mar C; szerint is egy osztdlyba esnek, mdsrészt pedig minden
bemend jel hatdsdra egy és ugyanazon C; szerinti osztdlyba mennek at.)

A tovabbiakban formailag a Moore-automatdkra adaptalt Aufenkamp-Hohn féle eljards csaknem
teljesen megegyezik a Mealy-automatdknal targyaltakkal. E16szor megszerkesztjiik a Q dllapothalmaz
C szerinti osztalyait, mikoris pontosan akkor tartozik két dllapot egy osztalyba, amikor ugyanaz az
allapotjeliik. (Lasd (i) pont, fentebb.) Ezutdn minden egyes m>1- re megszerkesztjikk a C,, szerinti
osztalyokat egészen addig, mig C,=C,,; teljesiil. Ugyanigy mint Mealy-automatdk esetén, ilyen
m 1étezik, s nagysdga legfeljebb IQI-1. Ez a C,, osztilyozds épp a Q (Moore-viltozati) maximalis
kompatibilis osztdlyozdsa. Ezutdn a Moore-féle redukélt automata megszerkesztése van csak hatra,
melynek szerkezete A/C,=(Cy, T, V, dc,, gc,), aholis minden C,,lgleCy, a€T- re dc,(Cyulql,
a)=Cyld(q, a)], illetve gc,(Cwnlql)=g(q). Specidlisan, ha az eredeti automata inicidlis volt, és a
kezd6 éllapota g volt, akkor a redukdlt automata is valaszthaté inicidlisnak, éspedig ugy, hogy a
kezdéallapotat C,,[gol- nak valasztjuk.

4.5.4. Kiegészités az Aufenkamp-Hohn-féle
minimalizacios algoritmus Moore-automatakhoz
adaptalt valtozatahoz

Ha a célunk nem az automatdhoz tartozé (redukalt) minimadlis dllapotszdmi Moore-automata, hanem
csupdn az a ¢, tindukdlé minimalis inicidlis Moore-automata meghatérozdsa, akkor ehhez az A=(Q,

T, V, qo, d, g) minimalizdlandé automata helyett annak a kezd&allapotbdl elérhetd allapotok altal
meghatdrozott, azaz a Q '={>d(qo, w)lweT } allapothalmazzal rendelkez6 A=(Q', T, V, qo, d ', g ")
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7 2

inicidlisan Osszefiiggd allapot-részautomatajat minimalizdljuk. A go- bdl el nem érhetd allapotok
ugyanis nem jdtszanak szerepet a ¢, leképezés indukdlasdban (az Osszes go- bdl elérhet6 allapot
viszont igen). Mivel A végessége miatt ekkor a kezd&allapotbdl csak azok az dllapotok érheték
el, melyek legfeljebb |QI-1 hossziisdgii szavakkal elérhetdk, a Q éllapothalmaz Q' részhalmaza
algoritmikusan meghatdrozhaté. Erre ugyanaz a mddszer kindlkozik mint Mealy-automatdk esetén:
Legyen el6szor Qg={qo}. Ezutdn minden i > 1- re legyen Q;;1={ql3q'€Q;, acT:d(q', a)=q}. Ha
valamely i > 1- re elérjiik, hogy Q;=0;,1, akkor Q '=Q;. Nyilvan az ilyen i- re i < |QI-1 teljesiil.
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4.12. példa - Moore-automata minimalizalasa 1.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmus segitségével az
A:({alyaz’a3!a4’a5’a6}’ {x)y}) {M,V,W},d,g)

Moore-automatahoz tartoz6 Ap minimadlis dllapotszdmu automatat!

A d és g fiiggvények a kovetkezd tablazattal adottak:

u 12 u u w w

A ay a; as ay as ag

X ay aj ag aj aj as

y ai as ae as ae as
Megoldas:

(I.) A feladat megoldasanak elsd 1épéseként kiilonboz6 osztalyokba fogjuk sorolni az
A automata belsé dllapotait. A kiinduld oszdlyokban két dllapot akkor és csak akkor
esik egy osztdlyba, ha ugyanarra a bemend jelre ugyanazzal a kimendjellel reagdlnak.

Jelen esetben:

Cl: {al,a3,a4}, {az}! {(,15,616}.

Ezek utdn a Cj,j-edik osztdlyozds esetén két dllapot akkor esik egy
osztalyba, ha egyrészt a C;-edik osztdlyozds esetén is azonos

osztalyba tartoztak, masrészt pedig minden bemend jel hatdsdra azonos
C;-beli osztilyban taldlhat6 dllapotokba mennek 4t. Az osztilyozds
véget ér, amennyiben C;=C;,| valamely i = 1 esetén.

Jelen esetben:

C={ay,a4},{ax},{a3},{as,ae}.

Ci={aj,a4},{az},{as},{as},{ac}.

Cs={ay,a4},{ax},{as},{as},{ac}.

Mivel C3=C4, ezért az osztalyozds véget ért. A C3 osztdlyait

jeloljiik valamely dj bettivel, példaul b-vel:

bi={ay,as},ba={azx},b3={az},bs={as},bs={as}.

(II.) Készitsiik el az A automataval ekvivalens, minimadlis dllapotszdmu A automatét,

mely allapothalmazat az osztdlyozas és az 1j jelolés bevezetése utdn kapott b; betiik alkotjak,

- a bemend- és kimendjeleinek halmaza megegyezik az A automata megfeleld jeleinek halmazéval,
- az atmenetfiiggvényét megkapjuk tgy, hogy megnézziik, hogy az adott b; osztalybeli dllapotok
az adott bemend jel hatdsdra mely b; osztalybeli dllapotokba mentek dt az A automata esetén

- és végiil az aktudlis b; osztdlyhoz tartozé kimendjelet megkapjuk, ha megnézziik,

hogy az adott b; osztdlybeli dllapotok az adott bemend jel hatdsara mely

kimendjelet szolgéltattdk az A automata miikodése kdzben.

Jelen esetben:

Ao=({b1,D2,b3,b4,bs}, {x,y},(u,v,w),d’g").

Tablazattal:
u v u w w
A() bl b2 b3 b4 b5
X by by by by b3
y by b3 bs bs by
*
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4.13. példa - Moore-automata minimalizalasa 2.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmus segitségével az

A:({Clbaz;a&M’as }’ {X,y}, {M,V},d,g)
Moore-automatahoz tartoz6 Ap minimadlis dllapotszdmu automatat!

u 12 12 u u

A ay a az ay as

X ap as as a as

y as as az as ai
Megoldas:

(™)

Cl: {Cll,a4,(15}, {612,(13}.
Cr={ay,as},{as},{azas}.
Ci={ay,as},{as},{aras}.
bi={ay,as},by={as},b3={azaz}.
(IL.)

AOZ({bl’bZ’b3}! {X,y},(u,v),d’,g’)-

Py

Ahol d' és g' a kovetkezo tablazattal adott:

u u 4
Ao by by b3
x bs bs by
y by b3 b3
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4.14. példa - Moore-automata minimalizalasa 3.feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizaciés algoritmus segitségével az

A=({arazazasas}{xy.z}{uv,w}dg)
Moore-automatahoz tartozé Ay minimalis allapotszamu automatat!

u v v w w
A ay aj as ay as
X ap as as a as
y as ag as as as
Z aj as aj as ag

Megoldas:

@)

Cl: {al }’ {02»03}’ {(14,05}.

C2: {al }’ {02»03}’ {(14,05}.
by={a\}.by={aya3},b3={asas}.
1)

AOZ({bl’bZ’b3}’ {X,y,Z},(u,V,W),d',g’)-

u v w

Ao by by b3
% by bs by
y b3 b3 by
b by b3

*

4.5.5. Minimalizacids algoritmus kimenéjel nélkiili
automatakra

Tetsz6leges A=(Q, T, d) kimendjel nélkiili automata esetén valamely g€Q éllapot és nem {lires w
bemend sz6 esetén a kimend sz6t d(g, w)- vel azonositottuk. Ha a bemend sz6 az iiresszd, akkor viszont
a Mealy-

kimend szénak ugyancsak az iiresszot tekintettiik minden allapotra vonatkozdan, mint
automataknal.

Ezek szerint egy egymadstdl kiilonbozd p, geQ allapotpar nem tartozhat egy osztilyba, ha
(nem feltétlen kiilonbozd) r, seQ allapotparra €s a, beT bemend jelekre d(r, a)=p és d(s, b)=q.

a), masrészt legaldbb egy re{p, q}- ra akdrhogy is adjuk meg az s€Q, a€T part, d(s, a)#r.

Igy az Aufenkamp-Hohn féle minimalizaciés algoritmus helyett kimendjel nélkiili automatdkra a

kovetkezd algoritmust alkalmazzuk:

Egy véges A=(Q, T, d) kimendgjel nélkiili automata esetén az A redukalt kimendjel nélkiili automatahoz
is gy jutunk el, hogy el8szor képezziik a Q egy olyan Qg részhalmazat, mely tartalmaz minden olyan
q<Q allapotot, melyhez van olyan peQ, a€T, hogy d(p, a)=q. Vezessiik be tovabba a Cy=0\ Qg jelolést.

Mindaddig, mig valamely i = 0- ra C; iires nem lesz, hajtsuk végre a kovetkezd algoritmust:

Tegyiik fel, hogy valamely i = 0- ra Q; és C; adottak. Legyen valamely tetsz6legesen rogzitett reC;-
re Q;+1=Q;U{r}. Eutdn C;;i- t C;- b8l ugy képezziik, hogy C; elemei koziil elhagyunk minden olyan
r'eC; elemet, melyhez van olyan peQ;,1, hogy tetszbleges acT mellett d(r', a)=d(p, a). Ha C;11=2,

valamely
Misképp
mondva, két p, geQ éllapot csak ugy tartozhat egy osztdlyba, ha egyrészt minden a€T- re d(p, a)=d(q,

akkor készen vagyunk, kiilonben noveljiik eggyel i értékét, s ismételjiik meg az el6z6 1€pést.
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Vildgos, hogy Q végessége miatt ez az eljards véges 1épésben valamely i >0- ra véget ér, s az
is konnyen igazolhatd, hogy a fenti algoritmus végén minden geQ- hoz tartozik pontosan egy
olyan peQ;.1, hogy tetszbleges acT mellett d(q, a)=d(p, a). Ekkor megkapjuk a B=(Q', T, d")
kimendjel nélkiili automatdt, ahol Q '=0Q;,1 és d'=dlgp«r mellett B olyan (kimendjel nélkiili) dllapot
részautomatdja lesz A- nak, hogy minden geQ- hoz taldlhat6 olyan peQ ', hogy tetsz6leges aeT mellett
d(q, a)=d(p, a). Ez a B kimendjel nélkiili automata lesz az A kimendjel nélkiili automatdhoz tartoz6
redukalt automata.

4.5.6. Kiegészités a minimalizacios algoritmus
kimendjel nélkili automatakra ismertetett valtozatahoz

Ha a célunk nem a kimendjel nélkiili automatihoz tartozé (redukdlt) minimélis allapotszdmu
kimendjel nélkiili automata, hanem csupdn az a @g- t indukdlé minimalis inicidlis kimenGjel nélkiili
automata meghatarozdsa, akkor ehhez az A=(Q, T, q¢, d) minimalizdlandé kimend&jel nélkiili automata
helyett annak a kezd6 éllapotbdl elérhetd dllapotok dltal meghatarozott, azaz a Q '={>>d(qo, w)lweT*}
allapothalmazzal rendelkez6 A=(Q', T, qo, d") inicidlisan Osszefiiggd (kimendjel nélkiili) allapot-
részautomatdjat minimalizdljuk. A go- bol el nem érhetd dllapotok ugyanis most sem jatszanak szerepet
a ¢g, leképezés indukaldsdban (az Osszes go- bol elérhetd dllapotok viszont igen). Mivel A végessége
miatt ekkor a kezd6allapotbol csak azok az dllapotok érhetdk el, melyek legfeljebb IQI-1 hosszisagu
szavakkal elérhetSk, a Q éllapothalmaz Q' részhalmaza algoritmikusan meghatdrozhat6. Erre itt is
a kovetkez6 modszer kindlkozik: Legyen el6szor Qp={qo}. Ezutdn minden i > 1- re legyen Q;.1={ql
dq'€Q;, acT:d(q', a)=q}. Ha valamely i > 1- re elérjik, hogy Q;=0;,1, akkor Q'=Q;. Nyilvan az
ilyen i- re i <IQI-1 teljesiil. A go- bol elérheté minden ¢ 'eQ" allapot nyilvan rendelkezik azzal a
tulajdonsdggal, hogy alkalmas peQ ', a€T parra d(p, a)=q'. Igy ha qq is elérheté onmagabol, akkor
A" egy minimdlis, ¢, - t indukdlé automata lesz. Ugyancsak az lesz, ha minden geQ '"\{qgo} esetén
van olyan a€T, melyre d(qo, a)#d(q, a). Ellenkez6 esetben valamely geQ '- re d(g, a)=d(qo, a) minden
acT- re fenndll, tovabbi tetszbleges (az iiressz6tdl kiilonbozd) weTt bemend sz6 esetén d(qo, w)#2qo
semmilyen z€Q" esetén sem. Ha van olyan weT" (iiressz6tdl kiilonbozs) bemend sz6, hogy d(g,
w)=zq valamely z€Q'- ra, akkor vilagos, hogy A ' ismét redukalt automata lesz. Ellenkezd esetben
amellett, hogy az q, qo€Q pérra d(q, a)=d(qo, a), acT fenndll, {>>d(qo, w)IweT* }N{qo, q}=D és {>d(q,
w)weT* N {qo, ¢}=2 is teljesiil. Vildgos hogy ebben az esetben a d "(p, a)=d(p, a), p€Q '\{qo}, acT
atmeneti fiiggvénnyel definidlt B=(Q "\{qo}, T, ¢, d") egy olyan minimadlis 4llapotszdmu iniciélis
kimendjel nélkiili automata lesz, melynek geQ "\{qo} kezd6allapota pont ¢, - t indukalja.

Csak megemlitjiik itt, hogy hasonlé modszerrel minimalizdlhatéak a Rabin-Scott (felismerd-)
automatdk is (részleteket 1dsd Véges determinisztikus elfogad6 automatdk minimalizdl4sa fejezetben).
Ezesetben, az Aufenkamp-Hohn algoritmus elsé osztdlyozé 1épésében két csoportot képziink,
mégpedig a végallapotok, illetve a tobbi dllapot halmazat.

4.6. Automatak ekvivalenciaja, Gill tétele

A kozo0s T, V halmazokkal bir6 A=(Q, T, V, d, /) és A'=(Q", T, V, d', f') automatdk peQ és geQ'
allapotait egymadssal ekvivalens allapotoknak mondjuk (jelekben: p=q), ha p és g az A, illetve B
automatdban ugyanazt a leképezést indukdlja, azaz @, a=¢, p. Magukat az A és B automatdkat
ekvivalenseknek nevezziik, ha barmelyikiik barmely 4llapotdhoz van a mdsiknak ezzel az allapottal
ekvivalens allapota, azaz F4=Fp. Specidlisan, két inicidlis automatat akkor mondunk ekvivalensnek,
ha kezd&allapotaik ekvivalensek egymassal.

17. Tétel. Tetszbleges A automatdval ekvivalens automatdk M halmazaban létezik olyan Q-
izomorfiatdl eltekintve egyértelmiien meghatarozott A ' automata, amely barmely M- beli automatanak
0- homomorf képe. A '- ként valaszthaté barmely M- beli automatdhoz tartozé redukélt automata.

Mint mar kordbban lattuk, egy Moore-automata tekinthetd specidlis Mealy-automatdnak. Az elmélet
kiépitése folyaman fontos szerepet tolt be Arthur Gill (ejtsd: gill, zsill) kovetkezd eredménye, mely
azt igazolja, hogy informdci6 atalakitds szempontjdbdl a két automata fogalom ekvivalens.
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18. Tétel. (Gill tétele) Barmely Mealy-automatidhoz létezik vele ekvivalens Moore-automata.
Emellett, ha a Mealy-automata véges, akkor a hozzd megkonstrudlt, vele ekvivalens Moore-automata
is vélaszthat6 végesnek.

Bizonyitds. Legyen A=(Q, T, V, d, f) tetsz6leges Mealy-automata. Egy vele ekvivalens Moore-
automatat a kovetkez6képp konstrudlhatunk meg:

LegyenA'=(Q', T, V,d', f"), ahol Q '=QUQOXT, tovabba tetszdleges q '€Q ', acT parra
d'(q',a)=(q', a) haq'€Q,

d'(q', a)=(d(g. a), a) ha q'=(q, a")eQxT,

f'@q', a)=f(q, a) haq'€Q,

f'@q', a)=fld(q, a’), a) ha q'=(q, a )eOXT.

Mutassuk meg, hogy minden geQ, weT esetén flg, w)=f"(q, w). Nyilvan elegend nem iires szavakra
szoritkoznunk. Legyen tehat ay, ...a,eT és tekintsiik a g, q1=d(q, ay), g2=d(q\, ay), ..., gn-1=d(qn-2,
ap.1) allapotokhoz a b1=f(q, a), b,=f(q1, a2), ..., b,=f(gs-1, a,) kimendjeleket. Vildgos, hogy ekkor
definicid szerint f(q, a,---a,)=b---b,. Masrészr6l, d ' és f"' definici6ja alapjan d (g, a1)=(q, a1), d '((q, ay),
92):(01(4], al)’ 02):(%, a2)’ d'((th, aZ)’ a3):(d(qls 612), QB)Z(CI% 613), illetvef'(qs al)=f(6], al):bls f'((qs
al)’ aZ)Zf(d(q’ al)s aZ)Zf(CIh a2):b2’ f'((qle aZ)s as)= :f(d(qls a2)e GS)Zf(QZ’ a3):b3’ . "’f'((qu-Z’ an-l)s
an)=fd(qn-2, an-1), an)=f(qn-1, ay)=b,. Azt kaptuk tehat, hogy minden geQ- ra és weT -ra flg, w)=f'(q,
w). Igy minden A- beli dllapothoz létezik vele ekvivalens A - beli dllapot. Természetesen az is igaz,
hogy A ' minden A- ba es6 allapotdhoz van vele ekvivalens A- beli dllapot. A és A ' ekvivalencidjahoz
azt kell még megmutatnunk, hogy az A ' minden OxT7- beli dllapotdhoz is van az A automatanak vele
ekvivalens dllapota. Ehhez legyen (g, a)eOxT. Mutassuk meg, hogy A ' ezen éllapota ekvivalens az
A automata d(q, a) dllapotaval, azaz f'((q, a), w)=f(d(q, a), w) minden weT mellett fennall. Nyilvén
most is elegendd nem iires szavakra szoritkoznunk. Legyen tehat ay, ...a,€T.

Ekkor, az elébb kapott flg, a;---a,)=f"(q, a---a,) egyenléség fennallasdnak igazoldsdhoz hasonléan
bizonyithat6, hogy flg, aai-a,)=f"(q, aai-a,). Viszont fig, aay—a)=flq, a)fid(g. @), ar~az) é f'(q,
aa|--an)==f(q, a)f'(d'(q, a), a;--a,) definicié szerint fenndll. d' definiciéja szerint d'(q, a)=(q, a),
igy f'(q, aa;---a,)=flq, a)f'((q, a), a;--a,). Masrészt ' definicidja értelmében f'(g, a)=f(q, a). Mivel
két kimend sz6 pontosan akkor egyezik meg, ha betlir6l-betiire megegyezik, f'(g, a)=f(q, a) és f(q,
aay--an)=f"(q, aa)-ay) teljesiilése ekkor flg, aay--an)=fg, a)fid(q, a), ai---ay) €s f'(q, aa;--a)=fq,
a)f'((g, a), a---a,) miatt azt jelenti, hogy f(d(q, a), a\---a,)=f"((q, a), a---a,). Ezzel kimutattuk, hogy az
A automata d(g, a) dllapota ekvivalens az A ' automata (g, a) allapotdval. Tehat, valoban, az A automata
ekvivalens az A ' automatdval.

A tételhez azt fogjuk még igazolni, hogy A' tekinthet6 Moore-automatdnak. Legyen g:Q' — V
tetsz6leges olyan leképezés, melyre minden (g, a )eOxT esetén g((q, a ")=f(q, a). ( g(q) értéke qeQ
mellett tehat 1ényegtelen azon tilmenden, hogy egy rogzitett V- beli elemnek kell lennie.) Ekkor
tetsz6leges q€Q, acT parra f'(q, a)=f(q, a), ahol (g, a)=d'(g, a). Mindemellett ha (g, a )eOxT, ugy
minden a€T- re f'((q, a"), a)=fd(q, a"), a), ahol (d(q, a"), a)=d'((g, a'), a). Tehat g:Q — V specidlis
megvélasztasaval kaptuk, hogy minden geQ ', a€T parra f'(q, a)=g(d '(g, a)). A" igy valéban Moore-
automata. (Erdekességként megjegyezziik, hogy g(g) értékére geQ esetén annyit kellett csak kikotni,
hogy egy tetsz6legesen rogzitett V- beli elem legyen.)

Végiil, ha A véges, akkor Q, T, V rendre véges halmazok. Ekkor viszont Q '=QUQXT is véges, ami (
T és V végessége mellett) azt jelenti, hogy A ' véges. Ezzel a tételt teljesen bebizonyitottuk. il

6. Megjegyzés. Gill tétele lehetévé teszi, hogy bizonyos kérdésekben csupdn Moore-automatdkra
szoritkozzunk, hiszen a tétel azt fejezi ki, hogy mar Moore-automatdkkal eldallithaték mindazok
a leképezések, amelyek elddllithatok az altalanosabb Mealy-automatdkkal. Mdsrészt azt is meg
kell jegyezniink, hogy a Moore-automatdk osztilya szdmos fontos konstrukciéra nézve nem
zart (4llapothomomorf kép képzése, redukdlt automata meghatdrozdsa, stb.). Emiatt mégsem
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szoritkozhatunk minden vizsgalatnal csak a Moore-automatdk osztalydra. Végiil megjegyezziik azt is,
hogy hasonl6 konstrukcidval igazolhatd Gill tétele inicidlis automatdkra is.

4.7. Automatak analizise és szintezise

Az automatdk és az automata leképezések kapcsolatét illetéen két ellentétes kérdés fogalmazhaté meg:
I. Ha adva van egy inicidlis automata, meghatdrozandé az altata indukalt leképezés (analizis);

II. Ha adva van egy inicidlis automata leképezés, meghatirozand6 legaldbb egy olyan inicidlis
automata, amely ezt a leképezést indukalja (szintézis).

2

A szintézis feladata nem egyértelm{ ugyan, de egyértelmiivé tehetd a minimaliz4lds feladatdval. Az
analizis és szintézis feladata csak akkor fogalmazhaté meg egzakt médon, ha megéllapodunk abban,
hogy mit értiink automata és automata leképezés megaddsdn. Véges automatat példdul tablazattal
adunk meg. Véges automata leképezések megaddsa éltaldban problémadt jelent a végtelen értelmezési
tartomény miatt. Bizonyos esetekben viszont kozonséges médon is lehetséges. Igy példaul T={a},

V={b, ¢} mellett a A — A, a" — b, n>1 kifejezésekkel nyilvan egy automata leképezést adtunk
meg. Az analizis és szintézis probléma ebben a megfogalmazdsban tdl altaldnos. Ezért ezt a két
feladatot csak véges automatdkra fogalmazzuk meg pontosabban. Ezzel kapcsolatban egy tovabbi
probléma is fellép:

0. Meg kell adnunk a véges automatdk altal indukélhaté automata leképezéseknek az automatdktol
fliggetlen leirdsit. Mds szdval, keresniink kell olyan irdsmddot, amelyben el tudjuk donteni, hogy
valamely, ebben az frdsmédban megadott automata leképezés indukalhaté-e véges automatdval vagy
sem. Ezek utdn véges automatédkra az analizis és szintézis problémdja igy fogalmazhat6é meg:

I'. Barmely adott véges automata esetén meg kell tudnunk adni a széban forgé irdsmédban azt a
leképezést, amelyet az automata indukal;

IT'. Ha ebben az irdsmdédban meg van adva egy véges automata altal indukalhat6 leképezés, akkor meg
kell tudnunk adni legaldbb egy olyan automatat, mely ezt a leképezést indukalja és allapothalmaza
véges.

Egy olyan leképezés megadasi mddszer, mely eleget tesz a 0.1 II." feltételeknek, el6szor S. C.
Kleene taldlt 1956-ban, bevezetve a regularis kifejezés fogalmat (lasd: Reguldris kifejezések). Ennek
megfelel6en az automatdk szintézisét és analizisét véges elfogadd automatdkra tessziik meg a regularis
nyelvek fejezetben.

4.8. Egyéb véges automatak

Az automataelméleti fejezet zardsaként roviden bemutatunk néhdny tovdbbi véges automata fajtat.

4.8.1. Iranyithaté automatak

Vegyliink egy tirszondat, ami a Hold koriil kering, ennek kovetkeztében idénként elveszitjikk vele a
kapcsolatot. A miholdat egy véges éllapoti rendszernek tekintve, ha tudjuk milyen allapotban van,
akkor megfeleld input jeleket kiildve neki mi irdnyitjuk. Amikor viszont nincs kapcsolatunk vele, nincs
ellendrzésiink alatt, igy nem tudjuk hogy milyen allapotba keriil. Az ilyen esetekre kindlnak megoldast
az iranyithat6 automatak.

6. Definicio. Az A=(Q, V, d) automatat irdnyithaténak vagy szinkronizdlhaténak neveztiik, ha van
olyan ueV bemend sz6 és geQ éllapot, hogy minden peQ allapot esetén d(p, u)=zq, ahol zeQ*. Az
ilyen u sz6t az A automata irdnyité vagy szinkronizal6 szavdnak, g- t pedig az A automata irdnyitott
vagy szinkronizalt dllapotanak nevezziik. %

Tehat, visszatérve az {irszondankra, mindig amikor felvessziik vele kapcsolatot el6szor egy irdnyitd
sz6t kiildiink neki, és ezutdn tudjuk vele elvégeztetni a kivant tevékenységeket. Természetesen az
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4.8.2.

4.8.3.

egyik kézenfekvsé megoldds, ha pl. egy adott jelre (egybetis irdnyitészéra) az automata irdnyitott
allapotba keriil, masrészt viszont, ha limitalt dbécével kommunikdlunk, nem biztos hogy érdemes egy
bet(it erre a célra fenntartani.

Jan Cerny (ejtsd: csernyi) 1964-ben irt dolgozatiban fogalmazta meg kovetkezd sejtését az irdnyithaté
automatakrol.

1. Sejtés. Ha egy n éllapotd automata irdnyithatd, akkor a legrovidebb szinkronizal$ szavanak hossza
nem tSbb, mint (n-1)%.

A Cerny sejtés az automatdk algebrai elméletének egyik legrégebbi megoldatlan problémdja.

Automata tobb kezddallapottal

Az iresszavas atmeneteket is megengedve konnyen beldthaté, hogy az automata ugyanazt a
nyelvosztalyt fogadja el, akkor is ha tobb kezd&allapotot engediink meg. A kovetkezd mddszerrel

7z

egyszertien konstrudlhatunk egy kezdéallapottal rendelkezé iiresszavas dtmenetes véges automatat,

7z

amely ugyanazt a nyelvet fogadja el, mint az eredeti tobb kezd6allapottal rendelkezd automatank.

Legyen (Q, I, T, d, F) adott, ahol Q az éllapotok véges halmaza, ICQ a kezdballapotok halmaza, T az
input dbécé, d az dtmenetfiiggvény, F pedig a végéllapotok halmaza. Vegyiink fel egy dj g¢ dllapotot,
amely nem eleme a Q- nak. Legyen Q '=QU{q} és legyen a d ' szdrmaztatva a d- b8l oly médon, hogy
a d atmenetein kiviil legyen benne g(- bdl dtmenet az iiressz6 hatdsara minden g€l allapotba. Ekkor
a(Q', qo, T,d', F) automata megfelel az allitisunknak: pontosan ugyanazt a nyelvet fogadja el, mint
az eredeti és pontosan egy kezdéallapottal rendelkezik.

Atlatszobettis felismeré automata

A felismer6 automatdnak az 4atlatszébetlis valtozatat, melynek elfogadéereje joval tilmutat a
korabban ismertetett felismerd automataén 2010-ben Friedrich Otto és Nagy Benedek vezették be.
A hagyomadnyos automatanak ebben a kiterjesztésében minden allapotra megadhatunk a 7" bemend
abécének egy olyan részhalmazat, amit az automata az adott dllapotban nem l4t. Az inputszalagon
igy az automata az els6 nem datlatszé betfit olvassa (torli), ami igy nem biztos, hogy a legelsé betd.
Az olvasott betlinek megfelel6 dtmenet utdni dllapotban mds betlik lehetnek atlatszéak, igy lehetéség
van az el6z6 allapotban nem latott - akdr a torolt betlit megel6z6 - betiik elolvasdsara is. Az automata
mindig az adott dllapotban 14tsz6 legelso betfit tudja olvasni, ily médon nem feltétleniil a hagyomanyos
balrdl jobbra sorrendben feldolgozva az inputot.

7. Definicié. Atlatszébetiis (nemdeterminisztikus) felismerd automatdnak nevezziik az A=(Q, I, T, $,
t, d, F) rendezett hetest, ahol Q az allapotok véges halmaza, ICQ a kezdballapotok halmaza, T az
inputdbécé, $¢T a szalagvége jel, .0 — 2" atlatszéséagi fuggvény, d:OxT — 29 az allapotatmenet-
fliggvény, FCQ pedig a végallapotok halmaza. Minden geQ dallapotra a #(g)- ban szerepld betiik
atlatszéak, az automata ebben az allapotban ezeket a bettiket nem latja. %

Az automata miikodése a kovetkez6: el6szor nemdeterminisztikusan valasztunk egy gel dllapotot. A
kezdGkonfigurdcio: (g, w$). Legyen w=aja,...a, ahol n > 1, és ay, ay, ..., a,€T. Ekkor megkeressiik
az elsé olyan betfit balr6l amely nem atlatsz6 az adott dllapotban, legyen w=uav olyan, hogy a¢#(qo),
ue(t(qo))*. Ekkor a d(qo, a)- b6l nemdeterminisztikusan védlasztunk egy ¢ ' allapotot és a kovetkezd
konfigurdcié (¢ ', uv$) lesz. Ha d(qo, a)=90, akkor az automata megdll anélkiil hogy elfogadna. Ha
we(t(qo))*, akkor az automata a $ szimbdlumot latja és megall. Ha a gép a $ jelet l4tja, és az aktudlis
allapot végallapot, akkor elfogadja az inputot.

4.15. példa - Atlatszébetiis elfogadé automata

Az {a, b, c} dbécé felett azokat a szavakat tartalmazo nyelv elfogaddsa, amelyekben az a- k, a b- k és

a c- k szdma megegyezik pl. a kovetkezd atlatszobetlis felismers automataval megy: ({qo, 91, 92, 43},

{qo}, {a. b, ¢}, $, 1, d, {q3}), ahol /(qo)={b, c}, t(g)={a, c}, Hq2)={a, b}, H(q3)=D és d(qo, )={q1},
d(q1, b)={q>}, d(g2, c)={q0, g3}, minden mas esetben a d értéke az iires halmaz. %
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z 2z

A jegyzetben a késSbbiekben nemvéges (de végesen definidlhatd, illetve lefrhat6) automatdkrdl is lesz
sz0.

4.9. Irodalmi megjegyzések

A determinisztikus véges automatdk elmélete egymdstdl fiiggetleniil a [Huffman 1954], [Mealy
1955] és [Moore 1956] miivekben keriilt megalapozdsra. Az elfogaddéautomatikkal kapcsolatos
alapmunka [Rabin, Scott 1959], itt vezették be a nemdeterminisztikus véges automatdkat és
bizonyitottdk ekvivalencidjukat a determinisztikus elfogad6 automatakkal. Az automatak elméletével
kapcsolatos részletes jegyzet magyarul a 3 kotetes [Pedk 1988,1989,1990]. Az automataelmélettel
kapcsolatos tovdbbi részletes jegyzet [Babcsdnyi 2007]. Az automatdk elméletének egy jelenleg
is aktiv kutatdsi irdnya az automatahdlézatok vizsgdlata, lasd pl. [Domosi, Nehaniv 2005]. Az
atlatszobetlis véges automatdkrol és ezek kiterjesztéseirdl, pl. atlatszobetlis veremautomatérdl stb.,
és ezek tulajdonsdgairdl részletesen olvashatunk a [Nagy, Otto 2010a, 2010b, 2010c, 2011a, 2011b]
cikkekben.
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5. fejezet - Regularis nyelvek

A reguldris nyelvek alkotjdk a Chomsky-féle hierarchia legkisebb osztalyét. Ezzel a nyelvosztéllyal
kapcsolatosan szdmos elméleti eredmény ismert, és ezek a nyelvek a gyakorlatban is szdmos helyen
alkalmazhatéak.

Emlékeztet6iil, egy nyelvtanr6l akkor mondjuk, hogy reguldris, ha minden egyes szabdlya A — uB
vagy A — u alakd (ahol A, BeN, ueT ).

Els6ként azt a barkiben felmeriils kérdést tisztdzzuk, hogy mi a véges és a reguldris nyelvek viszonya.
19. Tétel. Minden véges nyelv reguldris.

Bizonyitds. Legyen L={wy, ..., w,} véges nyelv (megadhatjuk az elemeinek felsoroldsaval) valamilyen
T abécé felett, ekkor a G=({S}, T, S, {S — w;| w;eL}) nyelvtan pont L- et generdlja. Masrészt G minden
szabdlydra igaz, hogy a jobboldalon csak termindlisok szerepel(het)nek, igy G reguldris. I

A kovetkezd egyszer(i példa azt mutatja, hogy vannak végtelen reguldris nyelvek is:
5.1. példa - Végtelen regularis nyelv

Legyen G=({S}, {a}, S, {S — aaS$, S — aa}). Ekkor a generélt nyelv L={a2" In>1}. %
2. Kovetkezmény. A véges nyelvek halmaza valédi része a reguldris nyelvek halmazdnak.

A reguldris nyelvtanok esetén levezetéseket nagyon egyszeri, csicscimkézett fagrafokkal tudjuk
reprezentdlni: A kiindulé gyokércsics cimkéje az S mondatszimbélum. Egy A nemtermindlis cimkéjii
csicsbdl, ha arra mér alkalmaztunk egy A — aj...arB megfeleld levezetési szabalyt ( k=0 a
szabdlyban szerepld termindlisok szdma, k=0 esetben A — B a szabdly alakja), k+1 él indul, és a
gyerekcsticsok cimkéje balrdl jobbra haladva ay, ..., ai, valamint B. Ha a levélelemek kozt van
nemtermindlis cimkéjli, akkor a fa egy még be nem fejezett levezetést dbrazol, ilyenkor pontosan
egy nemtermindlis cimkéji levélcsics van. Ha nincs nemtermindlis cimké;jdi levél, akkor az dbrazolt
levezetés befejezett (termindld). A termindlis cimkéjii csiicsok levélelemei minden levezetési fanak.

A mondatformit, illetve a levezetett szt megkapjuk, ha a levelek cimkéit balrél jobbra haladva
elolvassuk.

5.1. Normalformak a regularis nyelvtanokhoz

A Chomsky-féle nyelvosztdlyok definiciéjdban megengedtiik, hogy egy 1épésben barmennyi
termindlis bekeriilhet a mondatforméba, vagyis a szabdlyok jobb oldaldnak hosszdra nem adtunk
korlatot. Most megmutatjuk, hogy minden reguldris nyelv generdlhaté specidlisabb formdju
nyelvtanokkal is.

8. Definicié. Egy reguldris nyelvtanrél azt mondjuk, hogy gyenge normélforméban van, ha minden
szabdlydra teljesiil az alabbi alakok egyike: A — aB,A — B,A — a, A — A (ahol A, BeN, a€T). %

20. Tétel. Minden reguldris nyelv generalhat6 gyenge normalforméaji reguldris nyelvtannal.

Bizonyitds.. Legyen adva G=(N, T, S, H) regularis nyelvtan. Ez alapjan fogjuk elésziteni a G '=(N ',
T, S, H') nyelvtant, hogy a generdlt nyelv ne valtozzon meg, de H' csak olyan alakd szabdlyokat
tartalmazzon, amikben maximum egy termindlis szerepel. Az eredeti definicioban megengedett,
hogy egynél tobb termindlis szerepeljen egy szabdly jobboldaldn, ezeket kell helyettesiteniink a
normdlforménak eleget tevd szabdlyok sorozataival. Vegyiik sorra tehat a H szabdlyait:

Ha az aktualis szabalyra teljesiil azA — aB,A — B, A — a, A — A alakok egyike, akkor 6t valtoztatds
nélkiil masoljuk at H- bdl, H'- be. Ha az aktudlis szabdlyra nem teljesiil a fenti alakok egyike sem,
akkor a kovetkezd két eset lehetséges:
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- a szabdly alakja A — ay...ax (k>1, ay, ..., ax€T) . Ekkor vegyiik fel az N' halmazba, az eddig még
nem szerepld X1, ..., X;.| nemtermindlisokat, és az aktudlis szabdly helyett a H '- be vegyiik fela A —
a1 X1, X1 - axXo, ..., Xien = Ape1 Xi1, X1 — ag szabélyokat.

- a szabdly alakjaA — ay...qxB (k>1, ay, ..., a;€T) . Ekkor vegyiik fel az N' halmazba, az eddig még
nem szerepld Xi, ..., X nemtermindlisokat, és az aktudlis szabdly helyett a H '- be vegyiik fel a A
— a1 Xy, X1 = Xy, ..., Xp.1 — aiB szabdlyokat.

Majd tekintsiik ugyanilyen eljards soran a kdvtekezd szabalyt H- bol.

Az eljardsunk végén G' gyenge normdilformdji reguldris nyelvtan lesz, tovdbba benne minden
Ujonnan bevezetett nemtermindlis pontosan két szabdlyban szerepel, egyszer a jobb oldalon, egyszer
a baloldalon. Ha egy olyan szabdlyt alkalmazunk, aminek a jobb oldaldn dj ( N- ben nem szerepld)
nemtermindlis van, akkor a levezetés csak gy folytatddhat, ha azt a szabdlyt alkalmazzuk, ahol ez a
nemtermindlis van a bal oldalon. Ily médon végig kell alkalmaznunk az eredetileg alkalmazott szabalyt
helyettesitd ldnc szabdlyait. Ennek alapjan indukcidval beldthatd, hogy a G és a G ' éltal generélt nyelv
megegyezik. I

A fenti 4abrdn lathat6, hogy a normdlformdra hozds tekinthetd a levezetési fak olyan
transzformécidjanak, aminek ereményeként bindris (minden csicsban maximum ketté dgazo) fa 4ll
el6; mikozben a levélelemek szdma és sorrendje nem valtozik.

Az €l6z8 normalforma tovabb alakithat6. Az A — A alakii szabalyok kikiiszobolhetSek az Uresszo-
lemménal bizonyitott médon (Uresszé-lemma). Igy elérhetd, hogy vagy ( A- mentes nyelv esetén)
egyaltalan nem fordul el6 olyan szabdly, aminek jobboldala az iiressz6, vagy (ha a nyelvben szerepel
az iiressz06, akkor) csak az § — A szabdlyban fordul el§, mikdzben S nem szerepel egyik szabdly jobb
oldaldn sem (ahol S a mondatszimbdlum).

Tekintsiik most a nyelv iiresszomentes részét, ennek megfeleléen nem hasznalunk A — A alakd
szabdlyt egyaltalan. Megmutatjuk, hogy az A — B alakd, tgynevezett lancszabélyoktdl (vagy
nemterminélis dtnevezésektdl) is meg tudunk szabadulni.

9. Definicié. Egy reguléris nyelvtanr6l azt mondjuk, hogy erds normélformdban van, ha minden
szabdlyara teljesiil az alabbi alakok egyike: A — aB, A — a (ahol A, BeN, acT). %

21. Tétel. Minden reguldris nyelvhez van vele ekvivalens erds normalformaja regularis nyelvtan.

Bizonyitds. Az el6z6ek alapjan feltehetjiik, hogy G=(N, T, S, H) nyelvtanunkban csak A — aB, A — a
és A — B alaku szabélyok vannak ( A, BEN, a€T) . Definidljuk minden AeN valtozéhoz a kovetkezd
halmazokat:

- Uj(A)={A}.
- Us1(A)=U{A)U{BeN | AC€UA) | C — BeH}, ha i>1.

Ekkor N véges volta miatt létezik olyan minimdlis k index, hogy Ui(A)=Ui(A), ha j=1, 2, ....
Jeloljiik minden AeN nemtermindlis jelhez tartozd Ui(A)- t U(A)- val. Ekkor U(A) éppen azokat a
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nemtermindlisokat tartalmazza, amelyek levezethetéek az A-bdl csupdn lancszabélyokat felhaszndlva,
vagyis tetsz8leges A, BeN véltozékra A= B pontosan akkor, ha BeU(A). Ezek utan definidljuk a H'
szabdlyhalmazt a kovetkez8képpen:

H'={A — rlhavan olyan BeN hogy B — reH , r¢N, BeU(A)}.

Ekkor G'=(N, T, S, H') nyelvtan erGs normalformaju, és ekvivalens az eredetivel. I

Itt jegyezziik meg, hogy a szakirodalomban el6fordul, hogy a reguldris nyelvtanokat eleve csak
az imént ismertetett norméalform4jui nyelvtanokkal definidljak; az &4ltalunk reguldris nyelvtanként
definidlt nyelvtanokat pedig jobblinedris nyelvtannak hivjdk. Ahogy lattuk ezek a nyelvtantipusok
ekvivalensek egymadssal, igy mi tovdbbra sem fogunk koztiik kiilonbséget tenni.

A ballinedris nyelvtanok és a jobblinedris nyelvtanok ekvivalencidjat a linedris nyelvtanokndl
targyaljuk (14sd Bal- és jobb-linedris nyelvtanok ekvivalencidja [129]).

5.2. Regularis kifejezések

Legyen T={ay, ..., a,} tetsz8leges nem lires és véges halmaz. Ha a T dbécét kibdvitjiik a benne nem
szerepld @, h, +, -, *, (, ) jelekkel: V=TU{Q, A, +, -, *, (, )}, akkor a V abécé felett értelmezhetjiik a
reguldris kifejezések halmazit a kovetkezd induktiv definicidval:

Elemi kifejezés:

- @ reguldris kifejezés,

- A regularis kifejezés,

- minden a€T reguldris kifejezés.

Indukcios 1épések:

- ha p és r reguldris kifejezések, akkor (p+r) is az,
- ha p és r reguldris kifejezések, akkor (p-r) is az,
- ha r reguldris kifejezés, akkor ris az.

Tovabba, minden regularis kifejezés el6all az elemi kifejezésekbdl az indukcids 1épések véges sokszori
alkalmazasaval.

A konkatenici6 - miiveleti jelét sokszor, ahogy eddig is, elhagyjuk.
A reguldris kifejezések segitségével nyelveket irhatunk le:

az elemi kifejezésekkel elemi nyelveket:

- @ (iires halmaz) jeloli az {} iires nyelvet,

- Ajelolia {A} kezdd nyelvet,

- a jeldli az {a} egyszavas alapnyelvet.

Az indukcids 1€péssel pedig:

- (p+r) jeloli az L,UL, nyelvet,

- (pr) jeloli az L,L, nyelvet,

-r jeloli az L’ nyelvet,
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ahol L, és L, a p és az r reguldris kifejezések altal jelolt nyelvek.

Két reguldris kifejezést ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet irjak le.

A T feletti nyelvek kozt, tehét, a kovetkez6 miiveleteket (reguldris miiveleteknek) hivjuk:
(1) 0sszedds: nem mds mint a két nyelv halmazelméleti unidja;

(i) szorzds: a két nyelv konkatendcidja;

(iii) iterdcié: L iterdltjdn vagy mds néven lezdrtjdn értjiik és L' al jeloljik az L ={pipo-pilp1,
* 00 1
..., pkeL, k= 1}U{A} nyelvet. Vagy ahogy mar kordbban is definialtuk, L = _UOLI, ahol L0={l},
1:
L'=LL™!

Az Ly={LILCT"} halmazt a rajta értelmezett ezen harom mivelettel T feletti nyelvalgebrdnak
hivjuk. A nyelvalgebraban érvényesek az absztrakt algebrabdl ismert, vagy azokhoz hasonlé mtiveleti
tulajdonsagok:

LiULy=L,UL; (6sszeadds kommutativitdsa);

(L ULy)UL3=L1U(L,UL3) (6sszeadds asszociativitdsa);
Lu@=L (additiv egységelem létezése);

(L1Lp)Ls=L (L,L3) (szorzas asszociativitdsa);
L{A}={A}L=L (multiplikativ egységelem létezése);
(LULy)L3=L,L3UL,L3 (baloldali disztributivitas);
Li(LoUL3)=L{L,UL L3 (jobboldali diszributivitas);
(A)=(2) ;

@'={2};

L= (Lk)*(k'lL") k=1

i=1

LL'=L"L;

L'={AJULL" ;

(L1ULy)'=(L;"Ly")" (uni6 kivéltasa).

Két kivétellel minden felsorolt azonossag egyszerii szamitdssal adddik a definicidk alapjan. Ezért csak
ezt a két 0sszefiiggést fogjuk bizonyitani.

* ¥ k-1_;
Mutassuk meg el6szor, hogy L™ = (Lk) (_ulL’) k = 1. Ehhez azt kell belatnunk, hogy a baloldali
1=

halmaznak pontosan azok az elemei mint a jobboldalinak.

A baloldali halmaznak és a jobboldali halmaznak is eleme az iiressz0, igy csak az iiressz6t6l kiilonboz
elemek vizsgdlatdra kell szoritkoznunk. A baloldal az iires sz6n kiviil tartalmazza azokat a p szavakat,
melyek el6allnak valamely n > 1- re p=p;---p, alakban, ahol py, ..., p,€L. Ha minden tényezd az
tiresszo, akkor p=A, s ezzel az esettel mar nem kell tovabb foglalkoznunk. Tehét feltehets, hogy
van olyan 1 <i<n, hogy p;#A, azaz p#A. Legyen valamely u = 0 nemnegativ egészre n=uk+v, ahol

78



Reguldris nyelvek

5.2.1.

0 < v<k. Ekkor p=q1g», ahol vagy g1=A (ekkor u=0) vagy pedig q;=pi--puk> ahol py, ..., pyk€L (ha
u#0), s ugyanekkor vagy go=A (ekkor v=0), vagy qo=puk+1-*-Puk+v> ah0l pur+1, ---, Pur+vEL (ha v£0).

Mindenképp fenndll, hogy qle(Lk)*, illetve g,eL’, 0 <v<k, azaz p=q1q2€(Lk)*Lv. Tehat p eleme
mindkét oldalnak, amivel a két oldal egyenléségét kimutattuk.

Igazoljuk most az (L1UL2)*=(L1*L2*)* egyenldséget. Itt is igaz, hogy a baloldali halmaznak és a
jobboldali halmaznak is eleme az iiresszd, igy csak az iiressz6tdl kiilonbozd elemek vizsgédlatara kell
szoritkoznunk. Hasonl6 a helyzet mint az el6z6 esetben. Mindkét oldal az liresszén kiviil pontosan
azokat a p szavakat tartalmazza, melyek elédllnak valamely n = 1- re p=p;---p, alakban, ahol py, ...,
Pr€L1UL,. A két halmaz tehat egyenld.

A reguldris kifejezésekben a fent emlitett nyelvazonossdgok miatt (pl. asszociativitds) zar6jeleket
hagyhatunk el a leirt nyelv egyértelmtiségét megtartva. Tovabbi zaréjeleket hagyhatunk el, ha
megallapodunk abban a szokdsos precedencidban, hogy a * miivelet (ahogy a hatvinyozas szokott
lenni) a legerésebb, majd kovetkezik a szorzds (konkatenacid) és az 6sszeadds (unid) a leggyengébb.

A reguldris kifejezésekkel a regularis nyelvek egy alternativ definiciéjat adhatjuk meg.

Reguldris nyelvnek hivjuk az iires nyelvet, tovdbb4a mindazon nyelveket, amelyek elemi nyelvekb6l
a reguldris miveletek véges szamu alkalmazédsaval elGallithatok. (Igy példdul reguldris nyelvek:
a, {A}, {a1}, T, ({al}{a2})*u{a3}.) Kés6bb igazolni fogjuk, hogy a regularis nyelv fogalmanak
korabbi nyelvtannal torténé definicidja ezzel a fogalommal ekvivalens. A reguldris kifejezések tehat
megmutatjak, hogy a reguldris nyelv hogyan 4ll el6 az elemi nyelvek és az alapmiiveletek segitségével.
Egy reguldris kifejezés egyértelmiien definidl egy nyelvet, forditva viszont egy reguldris nyelvet leir6
reguldris kifejezés altaldban nem egyértelmtien meghatarozott. (Példaul L{)L}:®*L:({/1}+{)L})L=--~.)
Ezért kiilon érdekes, hogy hogyan lehet eldonteni az Fr nyelvalgebrdban, hogy két kiilonbozd
reguldris kifejezés ugyanazt a reguldris nyelvet allitja-e el6. Késébb latni fogjuk, hogy ez a kérdés
eldonthetd. S6t, ha pontosan megmondjuk, hogy mit is értiink egy reguldris nyelvet megadé minimalis
reguldris kifejezésen (példaul lehet ez alatt érteni (a karakterszdmra) a legrovidebbet), akkor annak
meghatdrozasara is megadhat6 algoritmus.

Itt jegyezziik meg, hogy az uni6 és konkatendcié miiveletek tartjak a végességet, vagyis ha * miivelet
nem szerepel egy reguldris kifejezésben, akkor az éltala leirt nyelv véges. Ily médon éppen a véges
nyelvek egy jellemzését adhatjuk meg, hiszen minden véges nyelv megadhaté a szavai kozott +
jelekkel, mint reguldris kifejezéssel megadott nyelv. A kdvetkez6kben néha nem tesziink kiilonbséget
egy reguldris kifejezés és az éltala leirt nyelv kozott, vagyis magdra a nyelvre is hivatkozunk a
reguldris kifejezéssel. Amennyiben nem okoz félreértést, az uni6 jelet (U), illetve az dsszeadds jelet
(+), is haszndlhatjuk ugyanabban a szerepben. A kdvetkez§ alfejezetben ugyancsak specidlis reguldris
kifejezéseket fogunk megvizsgalni.

Regularis kifejezések ekvivalenciaja

A reguldris kifejezések kozott vannak ekvivalensek, vagyis ugyanazt a halmazt (reguldris nyelvet)
dltalaban tobb, egymastdl kiilonbozd reguldris kifejezés is megadja. Ez alapjan az ekvivalencia relaci6
alapjan az ekvivalens formuldkat felhasznalhatjuk formuldk 4talakitdsara.

Néhany ilyen ekvivalencia példaul:

* (pUg) kifejezés jelentése ugyanaz, mint (qUp) kifejezésé;

* (pUq)Ur kifejezés jelentése ugyanaz, mint pU(qUr) kifejezésé;

* (pUq)(rur) kifejezés ugyanazt jelenti, mint a (prUptUqrugqr);

o pedig ekvivalens rr kifejezéssel.

Az unié miivelet kommutativitdsa és asszociativitdsa miatt zaréjeleket hagyhatunk el, és tekinthetjiik
az uni6 miiveletet akar kett6nél tobb argumentumiinak is.
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5.2. példa - Nyelv megadasa regularis Kifejezéssel 1. feladat

Adjuk meg reguldris kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} dbécé felett, amely azon szavakbdl 4ll,
amelyek tartalmazzak részszoként a 010 sz6t!

Megoldds: L=(0+1)"010(0+1)" %

5.3. példa - Nyelv megadasa regularis Kifejezéssel 2. feladat

Adjuk meg reguldris kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} dbécé felett, amely azon szavakbdl 4ll,
amelyek tartalmazzak részszoként a 000 vagy az 111 sz6t!

Megoldas: L=(0+1)"(000+111)(0+1)" %

5.4. példa - Nyelv megadasa regularis Kifejezéssel 3. feladat

Adjuk meg reguldris kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon 1-esre végz6dd
szavakbol all, amelyek nem tartalmazzdk részszoként a 00 szot!

Megoldas: L=(1+01)" %

5.5. példa - Nyelv megadasa regularis Kifejezéssel 4. feladat

Adjuk meg reguldris kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon szavakbdl 4ll,
melynek 3. bettije 0!

Megoldds: L=(00+01+10+11)0(0+1)" %

5.6. példa - Nyelv megadasa regularis Kifejezéssel 5. feladat

Adjuk meg reguldris kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon szavakbdl 4ll,
melyek tartalmaznak legalabb harom 1-est!

Megoldas: L=(0+1)"1(0+1) 1(0+1) ' 1(0+1)" %

5.7. példa - Nyelv megadasa regularis kifejezéssel 6. feladat

Adjuk meg reguldris kifejezéssel azt a nyelvet a {0,1} abécé felett, amely azon szavakbdl 4ll,
melyek 5-tel oszthat6 1-est tartalmaznak!

Megoldas: L=(0"10"10"10"10710")" %
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5.2.2.

5.2.3.

A kifejezésfa

A kifejezéseket, illetve a formuldkat, amik atomokbdl (tovdbb nem bonthaté egységek), illetve
miiveletekbdl allnak szokds fa formdjaban is dbrdzolni. A fa levélelemeiben az atomok (itt most a
termindlisok és az iiresszd) a tobbi csomdpontban pedig a miveletek szerepelnek. Minden miiveletnek
megfeleld csticsbdl pontosan annyi darab él indul ki a tovdbbi részkifejezésekhez, ahdny argumentumu
az operdtor. Példaként az egész szdmokat leird reguldris kifejezés fa alakban:

4/'\**
PN N

LN VAN /\. /\ ./\
IV ANVANVAN /\./\. 5\/\. /\.

) 23 45 6 v 1
Y N AN YN Y\
0 1 7 7 8

8

Unié-normalforma regularis kifejezésekhez

A normalformak fontos szerepet jatszanak a szdmitdstudomany sok teriiletén, pl. a logikdban a
konjunktiv-, diszjunktiv- normalformékrdl, illetve prenex alaki formuldkrdl beszélhetiink. Ezekben
a formuldkban a mfveletek sorrendjére van valamilyen megszoritdsunk. Lényeges viszont az,
hogy minden formuldhoz létezik vele ekvivalens amely normélformédban van. Normalformat
értelmezhetiink a regularis kifejezésekre is.

Egy reguléris kifejezésrdl akkor mondjuk, hogy unic-normdlformdban van, ha a kifejezésfdjadban unié
miivelet csak a fa gyokerében szerepelhet (megengedve barmekkora aritdsd unié miveletet).

Ekkor igaz a kovetkezd eredmény:

A kovetkezd ekvivalencidk véges sokszori alkalmazdsdval barmely (regularis) kifejezés
normélformara hozhat6:

(M) (pur = @),
(2) p(qUr) — pqUpr,
(3) (pYg)r — prugr,
4) (pUg)(rut) — pruptugrugt.

Tehat egy unié-normélformdju kifejezés véges sok uniomentes kifejezés unidja (a normélforméat 2004-
ben vezette be Nagy Benedek).

Lassuk végiil, hogyan néz ki a tizes szdmrendszerben felirt egész szamokat leird reguldris kifejezés
normalforméja. Mivel a kifejezés meglehetdsen hosszu, bevezetiink egy roviditést:

Bk ok ks k% k

S=(0"1"2"3"4"5°6"7"8"9%)".

Igy a harminc tagii uni6 (hogy a + elGjelet ne keverjiik a reguldris unié miivelettel, ez utébbit itt U-
val jeloljik):

0SU1SU25U3SU4SUSSUGSUTSUBSUISU

+0SU+1SU+2S5U+3SU+4SU+5SU+6SU+7SU+8SU+9SU
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-0SU-15U-28U-385U-4SU-55U-65U-7SU-8SU-9S

5.8. példa - Regularis kifejezés unio-normalformara alakitasa - 1. feladat

(a+b)(c+d+e)= ac+ad+ae+bc+bd+be %

5.9. példa - Regularis kifejezés unio-normalformara alakitasa - 2. feladat

ok kK

(ab+cHd) )= (abd +c d) = (abd) (c"d)")

ez mar unidmentes, de egyszer{isithetd: ((ab)*c*d*)* *

5.10. példa - Regularis kifejezés unié-normalformara alakitasa - 3. feladat

@ +b) (c+d) = (@)D (c"d))= @b (d) %

5.11. példa - Regularis kifejezés uniéo-normalformara alakitasa - 4. feladat

(a+bab)(bb+ababa) = (a+bab)((bb) (ababa)’) = a((bb) (ababa)") +bab((bb) (ababa)")" *

5.12. példa - Regularis kifejezés unié-normalformara alakitasa - 5. feladat

(p+m+2)(0+1)(0+1) = (PO+mO+0+p1+m1+1)(0+1) = (pO+mO+0+p1+m1+1)(0°17) =

00" 1) +m00 1) +0(0" 1) +p1(0" 1) +m1(0" 1) +1(071")" %

5.3. Egyszerl szintaxis grafok

A szintaxis grafokat pl. programnyelvek egységeinek szintaktikai lefrdsdra haszndlhatjuk. Ez a
megaddsi mod a Pascal nyelvvel terjedt el igazdn, a grafikus kép miatt iskoldsok és felnbttek is
konnyedén sajatitottdk el segitségével a programozds alapjait. Tobb elnevezése is ismert, pl. a
vastthdlézat diagram név a diagramok alakja alapjan taldl6. A terminalisokat korokkel jeloljiik, beirva
oket a korbe.

Terminalis Nemterminalis | Konkatenaci6 | Alternativa Opcio Tteracio

fogalom || ——3 % T— | =T

Hasznélhaté mtiveletek:

* konkatendci6 (0sszeftizés: tobb szovegelem egymas mellé/utan irdsa),
* alternativa (vdlasztés: kiillonboz6 lehetdségek koziil egy kivalasztasa),
* opcid (a szovegelem vagy megjelenik vagy nem),

* iteraci6 (a szovegelem akarhanyszor megjelenhet (4ltalaban a nullaszori megjelenést is beleértjiik)).

5.13. példa - Azonositok nyelvének megadasa szintaxis graffal

AZONOSITO: —(2-%A-Z
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Egy szintaxis grafban mindig van pont egy induléél és egy érkez6él, ahonnan indulva és ahova érkezve
kell egy utat bejarnunk a grafban. Ha az ut sordn 6sszeolvassuk a termindlisokat, akkor egy sz6t
kapunk. Az Osszes olyan sz6, amelyet megkaphatunk az indul6éltél az érkez6élig valamely tton
végighaladva adja a graf 4ltal leirt nyelvet.

A rovidebb és 4ttekinthetébb leirds kedvvért bevezethetjiik a nemtermindlisokat, amik egyszer(
szintaxisgraf részeket roviditenek. Azt is megengedhetjiik, hogy ezekben a nemtermindlis
roviditésekben szerepljenek mar kordbban definidlt nemterminélsiok.

5.14. példa - Tizes szamrendszerbeli egész szamok nyelvének megadasa szintaxis

graffal
SZAMIEGY : _@_
C: ELOJEL :
—Z
_®_
O EGESZ SZAM :
o
ELOJEL
—O— on
*

Az el6z6 példa alapjan a -000 sz6 is egész szdm (eleme a nyelvnek), hiszen egy szamitégépes
programnyelv altaldban ezt is ugyanigy érti, mint a 0 sz6t. Az iskoldban tanultaknak megfelel6en
viszont egy ember szdmdra a -000 szdm hibédsnak tlinik.

5.15. példa - Egész szamok koznapi értelemben vett leirasa - Gyakorlé feladat

Adjuk meg azt a szintaxis grafot, amely az emberek szamara hétkoznapi értelemben vett egész szamok
leirdsat adja! %

Az itt ismertetett szintaxis grafokkal pontosan a reguldris nyelveket tudjuk lefrni, ha a
nemtermindlisokat nem hasznéljuk. A kifejez6 erd ugyanennyi, ha a nemterminalisok definicidjaban
csak a mar kordbban ugyanigy megadott nemtermindlisokat hasznalhatjuk fel. Ekkor ugyanis a
szerepld nemtermindlisok helyettesithetéek a definicidjukban megadott leirdssal, ami ha tartalmaz
nem termindlist, akkor az ott szerepld nemtermindlisok is helyettesithet6ek stb., amig végiil
visszakaphatjuk az eredeti nemtermindalis mentes definiciot.

5.4. Véges elfogad6 automatak (Rabin-Scott
automatak)

E fejezetben megmutatjuk, hogy a 3-as tipusi, azaz reguldris nyelvtanokkal generdlhat6 nyelvek
osztilya megegyezik a véges automatdk 4ltal felismerhetd nyelvek osztalydval. Mdas szdval, a 3-
as tipusu, azaz reguldris nyelvtan, mint generativ eszkoz, azonos értékdi a véges automataval, mint
felismerd eszkozzel.

Legyen FA=(Q, T, qo, d, F) véges felismerd automata (FA, az angol finite automaton alapjan), ahol
Q az allapotok véges nemiires halmaza, T a bemend- (vagy szalag-) dbécé, goeQ a kezddallapot, d az
allapot dtmenet fiiggvény, FCQ pedig a végallapotok vagy elfogadédllapotok halmaza.

A d leképezés alakja alapjén beszélhetiink

- nemdeterminisztikus tiresszé dtmenetet is megengedd automatardl: d:Ox(TU{A}) — 29,
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- nemdeterminisztikus tiresszé dtmenet nélkiili automatarél: d:QxT — 2Q,
- (parcidlis) determinisztikus automatdrél: d:OxT — Q (parcidlis fiiggvény),
- teljesen definidlt determinisztikus automatarol: d:OxT — Q (teljesen definidlt fiiggvény).

Amint azt a 4. fejezetben (Nemdeterminisztikus és determinisztikus automata és Rabin-Scott automata
alfejezetekben) mar lattuk, a nemdeterminisztikus véges automata olyan A=(Q, T, qo, d) rendszer,
amely hasonléan miikodik, mint az inicidlis kimend jel nélkiili (determinisztikus) automata, azzal a
kiilonbséggel, hogy a d dtmeneti fliggvény a OxT szorzathalmazt a Q dllapothalmaz részhalmazainak
halmazéba, vagyis a 29 hatvanyhalmazba képezi le: d:OxT — 2¢. Minden q€Q, acT parra d(q, a)cQ
az dtmeneti lehet6ségek halmaza. Feltételezziik viszont, hogy az A egy geQ éllapotbdl az a€T jel
hatdsdra mindig egy allapotba megy ét (kivéve ha d(g, a)=2, amikor az dtmenet nincs értelmezve), az
atmenet azonban A altal nincs egyértelmiien meghatarozva. Tovabb4, az iiressz6 hatdsara is torténhet
atmenet, ilyenkor a szalag olvasdsa nélkiil is dllapotot valthat az automata. Tehat az automata a diszkrét
id6skala mentén minden pillanatban egy jol meghatarozott dllapotban van, egy 1épés sordn olvas (vagy
A- atmenet esetén nem olvas) az input szalagrél egy betiit, és ennek hatdsara allapotot valt (vagy nem
valt).

5.16. példa - Egy nemdeterminisztikus véges automata

A p q r
{ap} %) {p}
{r} {qr} {r}

A fenti tdblazattal definidlt A nemdeterminisztikus véges automata példaul az a bemend jel hatdsara
a p éllapotbdl dtmehet g- be, de maradhat a p éllapotban is. A ¢ édllapotban az A az a bemend jelet
nem képes feldolgozni. %

Az automata egy futdsdnak nevezziik azt az dllapotsorozatot, amin egy adott input elolvasdsa kdzben
végigmehet.

Uressz6 4tmenetet is megengedd automata esetén az automatit megad6 tabldzatban a termindlisok
mellett az iiresszé is egy kiilon sorban szerepel, ahol a d(g, A) dtmenetek szerepelnek megfeleld g
allapotok esetén. Grafokkal hasonl6an adhatjuk meg ezeket az automatakat is azzal a kiilonbséggel,
hogy az allapotatmeneteket jelzé nyilakon a terminélisok mellett a A is szerepelhet.

A d fiiggvény értelmezését kiterjesztjiik, igy definidljuk a d kiterjesztett atmenetfiiggvényt. Ehhez
el6szor minden dllapothoz megadjuk annak A- lezdrtjat, vagyis azt az allapothalmazt, amit az adott
dllapotbol bemendjel nélkiil is elérhetiink. Formdlisan: I(g;)- t definidljuk rekurzivan tetszSleges g;
allapotra:

lo(g)=1q;} ;
lir1(gp=LV{qr | qred(gm, 1), valamely g,,€li(g;)}, hai=0

ekkor a Q végessége miatt lesz olyan i, hogy l{(g;)=li+«(g;) minden k természetes szdmra; ekkor
l(gy)=I{(qg)) halmazt a g; dllapot A- lezartjdnak nevezziik.

A - lezart fogalmat értelmezhetjiik nemcsak allapotokra, de allapot halmazokra is: /(Q ={qx | gx€l(q)
valamely geQ ' esetén }.

Ekkor a kiterjesztett dtmenetfiiggvényt a kovetkezbképpen definidljuk: d*:0xT" — 29, ahol minden

geQ-ra d*(q, A)=Il(q) és minden a€cT, weT parra d"’(q, wa) = l( U d(p, 61)) (Természetesen
ped (gw)
el6fordulhat, hogy d(q, wa)=0.) Vegyiik észre, hogy ez a kiterjesztés 1ényegesen kiilonbozik az

N
automataelméleti vizsgdlatokndl kordbban alkalmazott kiterjesztéstdl, hisz ott képelemként 2@ peli

elemek 1éptek fel, mig itt csak 29- beliek.
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Egy véges automata akkor fogad el egy weT" input sz6t, ha van olyan futdsa amely a w elolvasdsa
utdn végillapotba ér, vagyis d (g, w)NF#2. Egy automata ltal elfogadott szavak halmaza jelenti az
automata altal elfogadott nyelvet.

P

Ez alapjan azt is mondhatjuk, hogy az L nyelv elééllithaté vagy felismerheté az A automatdban az
FcQ allapot halmazzal, jelekben: L(A)=LAF, ha weL@d*(qo, w)NF#D.

5.17. példa - A paratlan a-bél és paros b-bdél all6 szavak nyelve

Az alabbi dbran olyan automatat lathatunk, mely azokat a szavakat

fogadja el, melyek paratlan szamdu a- t és paros szamu b- t tartalmaznak.
b

Az automata miikodés kozben:

Faratlan "a" paros "'b"

b a al|b|a

|

El ~
(411)
NS

j—

A véges automata azokat a szavakat fogadja el, melyekben

pdratlan szamu "a" és parcs szamu "B szerepel.

A= [[G:n:-- o1+ F10: I3I'111"- {3‘- ll-"]- Too- B, H‘m”-

8 gog. 3) = o, d(goo, B) = Gar,
"-i|:|§|'m--3] = 1. "-il:ﬂu:u:l-f'] = Qoo
-‘.il:qm_a] = g, -‘.il:q'm.f:l] = q11,
dlqu1.a) = gy @, b)) = qm.

*

5.18. példa - Az x-re végz6dd szavak nyelve

Az aldbbi abrakon lithaté egy nemdeterminisztikus automata miikodése, mely az x- re végz6dd
szavakat fogadja el.

Most lassunk néhany példat nemdeterminisztikus automata miikodésére.

Az automata nemdeterminisztikus miikodéssel olyan allapotba jut és olyan szimbdélumot olvas,
melyekre az allapotfiiggvény {ires:
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Az "x"-re vegzodo szavak elfogadasa

yly x|yly]|x]

.
@

A nemdeterminisztikus wéges automata azokat a szavakat fogadja
el, melyek " x"-re végzddnek.

A=({au. @} {x. ¥} qo. 6 {a }.

i go. x) = go.
i go. %) = .
d{g0. ¥) = go.

Az automata nemdeterminisztikus miikodés sordn végigolvassa az inputot, de a miikodést nem
elfogadd végallapotban fejezi be:

Az "x"-re vegzodo szavak elfogadasa

vy x|y|y|x]

Pt
(9o )
M
A nemdeterminisztikus wéges automata azokat a szavakat fogadja
el, melyek " " -re vigzddnak.

A=({ao. @} {x. ¥} qo 6 {a }.

I'.ll:qnx:l = gn.
I‘.ll:qnx:l = 1.
d{g0. ¥) = go.

Az automata miikodése sordn végigolvassa az inputot és végéllapottal elfogadja azt:
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Az "x"-re vegzodo szavak elfogadasa

yly x|y|y|x|
.‘_.-{'11"-\.\-
| Yo )
M A
A nemdeterminisztikus wéges automata azokat a szavakat fogadja
el, melyek " x"-re végzddnek.

A={{m. o} {x ¥} 0. & {a }).

"-fliﬁl'l:-- x] = dn.
i go. %) = .
(g0, ¥) = dgo.

*

5.4.1. Véges determinisztikus és nemdeterminisztikus
automatak ekvivalenciaja

Két automatat ekvivalensnek hivunk, ha az dltaluk elfogadott nyelvek megegyeznek. Habar az
imént bemutatott négy automatafogalom elég kiilonboz6nek tlinhet most megmutatjuk, hogy az
altaluk elfogadott nyelvek osztdlya megegyezik. Egyrészt vildgos, hogy a bemutatott sorrendben
egyre specidlisabbak az automatdk, vagyis definicié szerint a nemdeterminisztikus iiresszé dtmenet
nélkiili automat4k, tulajdonképpen a nemdeterminisztikus liressz6 dtmenetet is megengedd automatak
specidlis esetei, amikben iiressz6 dtmenet nem fordul el6. Tovdbba a (parcidlis) determinisztikus
automatdk a nemdeterminisztikus iiressz6 dtmenet nélkiili automatdk olyan specidlis esetei ahol a d
fliggvény képhalmaza maximum egyelemi halmazokat tartalmaz. A teljesen definidlt determinisztikus
automatdk viszont olyan specidlis parcidlis determinisztikus automatdk, amelyekben a d értéke mindig
pontosan egyelem{ halmaz.

Ezek alapjan vildgos, hogy a teljesen definidlt determinisztikus automatdk dltal elfogadott nyelvek
osztilya részhalmaza a parcidlis determinisztikus automatdk altal elfogadott nyelvek halmazénak,
amely részhalmaza a nemdeterminisztikus iiresszé dtmenet nélkiili automatdkkal elfogadott nyelvek
osztilyanak, az viszont részhalmaza a nemdeterminisztikus liressz6 4tmenetet is megengedd
automatdk altal elfogadott nyelvek halmazdnak. Azt, hogy itt nem valddi részhalmaz relacikrdl van
sz0 a kovetkez§ tétel, illetve annak bizonyitdsdban szerepl6 konstrukcidval 14tjuk be.

22. Tétel. Minden nemdeterminisztikus iiresszd dtmenetet is megengedd véges automatidhoz van vele
ekvivalens teljesen definidlt determinisztikus automata.

Bizonyitds. Legyen NFA=(Q, T, qo, d, F) egy nemdeterminisztikus iiressz6 dtmenetet is megengedd
véges automata. Konstrudljuk meg a DFA=(29, T, l(qo), d', F'") véges automatat, ahol az éllapotok
29 halmaza az eredeti automata allapotainak a lehetséges részhalmazaibdl all. A d' dllapotatmenet-

fiiggvény definicidja pedig d' (p, a) = I(qLerd(l(q), a)), ahol pe2?, vagyis pcQ és a€T. Az j
automata végallapotai pedig F''={p | van olyan g€p, hogy geF}. Vilagos, hogy DFA teljesen definidlt

determinisztikus véges automata.

Masrészt belathatd, hogy L(DFA)=L(NFA), hiszen az eredeti NFA automata minden elfogadé
futdsdhoz tartozik az Gj DFA automatdnak egy elfogad¢ futdsa, és viszont. Il

7z

Az el6z6 tételben megkonstrudlt DFA tartalmazhat olyan édllapotokat, amelyek a kezddallapotbdl nem

érhetdek el. Példdul csak olyan peZQ allapotok érhetdek el melyekre p=I(p) teljesiil.
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Ez alapjan, egy determinisztikus automata megkonstrudlasakor akkor jarunk el észszertien, ha az I(q)-
nak megfeleld allapotbdl indulunk el, és csak azokat az allapotokat (vagyis Q azon részhalmazait)
vessziik fel az dllapotok k6zé, amely el6éll valamilyen eddigi dllapotbdl valamely bemendjel hatdsara.

5.19. példa - Automata determinizalasa 1. feladat

Adjunk meg az A=({ ag, a, a2 }, { x, ¥ }, ao, 6, { a1 }) nemdeterminisztikus, parcidlisan definidlt,
kimend jel nélkiili, inicidlis, végéllapotokkal bdvitett véges automatdval ekvivalens A,
determinisztikus, teljesen definidlt automatat!

h) ag ai a
x {az} {ao} {a,a}
y {ar} {ax} -

Megoldas

I. Els6 1épésben meg kell hatdrozni az 1j A, automata belsd allapotainak halmazat.
Az A automata kezddéllapotdhoz, valamint azon dllapothalmazaihoz,
melyek elérhetéek a kezddallapotbdl, rendeljiink dj bettiket!
Ezek az 1j betiik alkotjak az uj dllapothalmazt.
Jelen esetben:
Az A automata kezddéllapotahoz és a kezddéllapotbdl egy 1épésben elérhetd
allapothalmazokhoz rendeljiink dj betiiket:
Jeloljiik b;-vel ezeket az elemeket!

bo={ ao }, b1={ a2}, bry={ a1 }.

Vegyiik fel azokat az allapothalmazokat is, melyek egy 1épésben elérhetdek
a mar meglévd dllapothalmazokbdl és még nem szerepeltek:

by={ay, ar}, by =0.

Mindezt addig kell folytatni, amig van Gjabb elérhetd dllapothalmaz.
Amennyiben tobb allapot is szerepel egy dllapothalmazban, - mint az megfigyelhetd a b3

7 2z

allapothalmaz esetén, - akkor az ezen édllapotokbdl elérhetd allapothalmazok unidjat kell venni:

bs={ ap, aj, ay }.

P

Mivel tjabb bovités nem lehetséges, készen vagyunk az els6 1épéssel.

II. Mésodik Iépésben meghatdrozzuk az A; automata &' dtmenetfiiggvényét.
Ehhez a kovetkezd 1épésekre van sziikség:

1. Ha az automata b; = @ allapotban van, akkor barmely
bemend jel hatdsdra ugyanebben az dllapotban marad.

2. Ha az automata egy b; # @ allapotban van, akkor meg kell

vizsgdlni, hogy a b; halmazban 1év6 gy, ..., a;,

allapotok az adott bemend jel hatdsdra mely ay,, ... ,ax, dllapotokba mennek it.

Az Ay automata a b; dllapotbdl az adott bemend jel hatdséra az

ag,s ... ,ax, halmazhoz tartozo b; dllapotba megy 4t.
o' by by b, b3 by bs
X b1 b3 b() b5 b4 b5
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6'

by

by

by

b3

by

Y

by

by

by

by

by

III. Harmadik 1épésben meg kell hatdrozni az A; automata

7z

bemend jeleinek halmazit, kezd6allapotat, valamint végéllapotainak halmazit.

* Az A, automata bemend jeleinek halmaza megegyezik az A automata bemens jeleinek a
halmazdval.

7z

* Az Ajautomata kezddallapota az A automata kezd6allapotdhoz rendelt b; lesz.

* Az Ay automata végallapotainak a halmaza pedig tartalmazni fog minden olyan
b; dllapotot, melynek mint halmaznak eleme az A automata barmely végéllapota.

Jelen esetben:
Ag=({ bo, b1, ba, b3, by, bs }, { x, '}, bo, 8', { by, b, b3, bs }).

*

5.20. példa - Automata determinizalasa 2. feladat

Adjunk meg az A=({ ap, a1 }, { x, y }, ap, 6, { a1 })
nemdeterminisztikus, parcidlisan definidlt, kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal b&vitett
véges automatdval ekvivalens A, determinisztikus, teljesen definidlt automatat!

o ap a
x {ap} { ao, a1 }
y {ao} -

Megoldas:

L bo={ap},b1={ a1 }, bo={ ap, a1 }, b3 =2.

IL. o' by by b, b3
X by by by b3
y by b3 by b3

MMAs=({ bo, b1, by, b3}, { x, v}, by, &', { b1, by }).
*

5.21. példa - Automata determinizalasa 3. feladat

Adjunk meg azA=({ ag, a1 }, { x, y, 2 }, ap, 6, { ap })
nemdeterminisztikus, parcidlisan definiélt, kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal bdvitett
véges automatdval ekvivalens A, determinisztikus, teljesen definidlt automatat!

o (/1) ay

x {a} -

y - { ao, a1 }

{ ao, a1 } {ao}
Megoldas:
L bo={ ao}, b1={ a1 }, b2 =9, b3={ ay, a1 }.
1. ' b by b, bs
X bl b2 b2 bl
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EY by by b b3
y by b3 by b3
b3 by by b3

HLA=({ bg, b1, by, b3}, {x, v, 2}, by, &', { bo, b3 }).

*

5.22. példa - Automata determinizalasa 4. feladat

Adjunk meg azA=({ ag, a1 }, { x, ¥y }, ap, 6, { a1 })

nemdeterminisztikus, parcidlisan definialt, kimend jel nélkiili, inicialis, végallapotokkal b&vitett
véges automataval ekvivalens A; determinisztikus, teljesen definialt automatat!

s

h) ap ay
x { ap, a1 } { ap, a1 }
y { ao, a1 } -
Megoldas:
L bo={ ap }, b1={ ap, a1 }.
II. I by b,
X b() b]
y by by

III-Ad:({ bO) bl }! {X, y }! bO) 6'7 { bl })

*

5.23. példa - Automata determinizalasa 5. feladat

Adjunk meg az A=({ ag, a1, a2 }, { x, ¥ }, ao, 6, { ap, a1 })
nemdeterminisztikus, parcidlisan definidlt, kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal b&vitett
véges automatdval ekvivalens A, determinisztikus, teljesen definidlt automatat!

o (1)) al a
x {az} {ar} {a,a}
y {ao} {ax} {ao}
Megoldas:
L bo={ao},bi={ ax }, bo={ a1, a2 }, b3={ ap, a2 }.
1. o' by by b, bs
X by by by by
y bo by b3 by

HLAG=({ bo, b1, ba, b3 }, {x, ¥}, bo, 8", { bo, ba, b3 }).

*

5.24. példa - Automata determinizalasa 6. feladat

Adjunk meg azA=({ ap, a, a2 }, {x, ¥y }, ap, 6, { a1 })
nemdeterminisztikus, parcidlisan definidlt, kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal b&vitett
véges automatdval ekvivalens A, determinisztikus, teljesen definidlt automatét!
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o a ap aj
x {a} {ana} {a}
y - - {a1}
Megoldas:
L bo={ap},br={ai},ba=9,b3={ aj,as }.
1. Py by by b, bs
x b b3 by b3
y by by by by

HI.Ad=({ b(), b], bz, b3 },{ X,y }, bo, 6,, { bl; b3 })

*

5.25. példa - Automata determinizalasa 7. feladat

Adjunk meg aZA:({ ap, ay, az }’ { X W2 }) ao, 6; { a, az })
nemdeterminisztikus, parcidlisan definidlt, kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal b&vitett
véges automatdval ekvivalens A, determinisztikus, teljesen definidlt automatat!

h) a) ap a
x {ao} - { ap, a2 }
y {ana} {ag} -
z - {ap, a1} -
Megoldais:
L bo={ao},br={ a1, a2 }, by =9, b3={ ap, az }, ba={ ao, a1 }, bs={ ap, a1, az }.
IL. o' bo by b, b3 by bs
X bo b3 b2 b3 bo b3
y by bo by by bs bs
b2 b4 b2 b2 b4 b4

HLAg=({ bo, b1, by, b3, ba, bs },{ x, ¥,z }, bo, &', { b1, b3, by, bs }).

*

5.26. példa - Automata determinizalasa 8. feladat

Adjunk meg az A=({ ap, a, ap, a3 }, { x, ¥, 2}, a0, 6, { a1, a3 })
nemdeterminisztikus, parcidlisan definidlt, kimend jel nélkiili, inicidlis, végéllapotokkal bdvitett
véges automatdval ekvivalens A, determinisztikus, teljesen definidlt automatat!

P

h) a a; a as
x {ao} - {a, a3 } {a,a}
y { a1, az, a3} {ao} - {ao}
- {a,ar} {aj, a3} {a}
Megoldas:

L bo={ao},b1={ai,ar, a3}, by =02.
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IL hY bo by b,
x bo b by
y by by by
Z by b by

HLA=({ bo, b1, b2 },{ x, ¥,z }, by, 6, { b1 }).

*

5.4.2. Véges determinisztikus elfogad6 automatak
minimalizalasa

Itt mutatjuk be az Aufenkamp-Hohn-féle Minimalizdciés Algoritmus determinisztikus elfogadé

automatakra mikodd valtozatat.

Legyen adott DFA=(Q, T, qo, d, F). A val6di minimalizdsiés algoritmus végrehajtdsa el6tt az
inicidlis Osszefiiggbséget kell ellendrizniink, illetve a kezddallapotbol nem elérhetd allapotokat
torolni: azaza Q '={d (go, w)lweT } dllapothalmazzal és F '=Fn{d (g, w)lweT } végallapothalmazzal
rendelkezd DFA '=(Q "', T, qo, d ', F'') inicidlisan 0sszefiiggd (kimend jel nélkiili) dllapot-részautomatat

minimalizéljuk.

A tovadbbiakban legyen DFA=(Q, T, qo, d, F) inicidlisan 0Osszefliggd. A Cpps osztilyozast

osztalyozasok egy Cp, Cy, ... sorozatan keresztiil szerkesztjik meg, melyeket a kovetkez6képp

definialunk:

Kezdetként a C; osztdlyozdssal bontsuk a Q édllapothalmazt két részre: F és Q\F.

Ezutdn, ha i > 1, Ggy a C;y1 osztidlyozds szerint p és g akkor és csak akkor esnek egy osztdlyba, ha
egyrészt mar C; szerint is egy osztdlyba esnek, masrészt pedig minden bemend jel hatdsara egy és

ugyanazon C; szerinti osztdlyba mennek at.

Képletben: ha i = 1, akkor Cjy1[p]=Cit1lql= Cilp]=Cilq] és YacT:Ci[d(p, a)]=Cild(q, a)].

A Q végessége miatt lesz olyan m, hogy C,, osztilyozds megegyezik C;,, osztilyozdssal (vagyis
megkaptuk a Cppy osztilyozast), ekkor a teljesen definidlt determinisztikus minimélis automatat a

kovetkezSképpen adjuk meg:

A/ Cpy=(Cp, T, Cylqol, dc,, Fc,), ahol minden C,[ql€C,,, acT-re dc,(Cylql, a)=C,ld(q, a)], illetve

Fc,={Cylql | geF}.

Az igy kapott automata ekvivalens az eredetivel, ugyanazt az L nyelvet fogadja el; teljesen definiélt

determinisztikus és minimdlis dllapotszdmd.

Ha egy DFA=(Q, T, qo, d, F) minimdlis automata esetén vannak olyan T"- beli szavak amelyek
nem prefixei (kezdbszeletei) egyetlen L=L(DFA) nyelvbeli szénak sem, azaz van olyan ueT : hogy
nincs olyan veT , hogy uveL, akkor a minimdlis determinisztikus teljesen definidlt automatdnak van

nyeldéllapota, vagyis olyan g dllapot, amire barmilyen a€T bemendjelre d(q, a)=q és q¢F.

7 z

Példaul ez a nyeld allapot felel meg egy nemdeterminisztikus automata nem definidlt dtmeneteinek,

vagyis a determinizal6 algoritmusban az @cQ halmaznak.

7 2z

Természetesen parcidlis véges automata esetén ez a nyeld dllapot elhagyhatd, igy ekkor az dllapotszam

eggyel csokkenthetd.

sz

Amint késébb latni fogjuk a minimdlis determinisztikus automata létezésének fontos elméleti

jelentGsége is van.
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5.27. példa - Véges elfogad6 automata minimalizalasa 1. feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmus
segitségével az
A=({ag,a1,az,a3,a4,as,a6},{x,y}, a0, 6,{az as,as,ac})

kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal bSvitett
véges automataval ekvivalens Ay minimélis dllapotszamu automatat!

o (1)) aj a as ay as ag
X ar as ay ay an ay ao
y ap ap as aq as as a
Megoldas:
(O.) Mielbtt az érdemi munkédhoz hozzafognank, meg kell vizsgélni, hogy
mely 4llapotok érhetbek el az A automata kezd6allapotdbol.
Azokat az 4llapotokat, melyek nem érhet6ek el, egyszertien toroljiik, mivel
nem fognak el6fordulni semelyik szdmitds sordn sem.
Jelen esetben az ag 4llapotbdl elérhetd dllapotok:
{ap.az,a1,a3,a5,a4}.
Lathat6, hogy semmilyen input sz esetén sem keriilhet az A
automata ag allapotba, ezért ezt az dllapotot toroljik. Az igy kapott
A " automatt kell a tovdbbiakban minimalizalnunk az
Aufenkamp-Hohn-féle minimalizcids algoritmus segitségével:
A'=({ao.ar,az,a3.as.as},{x.y}.a0, 8" {ar.as.a5}).
o' ay ay a az ay as
X a as ai ai az aj
y a aop as as as as

(I.) A feladat megoldasanak elsd 1épéseként kiilonboz6 osztalyokba fogjuk
sorolni az A ' automata belsd dllapotait. A kezdeti osztdlyozaskor
mindig két osztdlyba keriilnek az allapotok, attdl fiiggéen, hogy végallapotok,

vagy pedig nem végallapotok.

Jelen esetben:

C= {00’91’03}; {02,614,615 } .

Ezek utdn a Cj,j-edik osztdlyozds esetén két dllapot akkor esik egy
osztalyba, ha egyrészt a C;-edik osztdlyozds esetén is azonos

osztalyba tartoztak, masrészt pedig minden bemend jel hatdsdra azonos
C;-beli osztilyban taldlhat6 dllapotokba mennek at. Az osztdlyozds
véget ér, amennyiben C;=C;,| valamely i = 1 esetén.

Jelen esetben:

Cy={ap,a1}.{az} {azas},{as}.

Ci={ap,a1},{asz},{azas},{as}.

Mivel Cr=C3, ezért az osztalyozds véget ért. A C, osztdlyait

jeloljiik valamely dj bettivel, példaul b-vel:
bo={ap,a1},b1={az},br={azas},bz={as}.

(IL.) Készitsiik el az A ' automataval ekvivalens, minimdlis dllapotszdmu

Ap automatat, mely allapothalmazat az osztdlyozds €s az 1j jelolés

bevezetése utdn kapott b; betlik alkotjdk, a bemend jeleinek halmaza megegyezik
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az A automata bemend jeleinek halmazaval, az dtmenetfiiggvényét megkapjuk
ugy, hogy megnézziik, hogy az adott b; osztdlybeli dllapotok

az adott bemend jel hatdsdra mely b; osztalybeli dllapotokba mentek dt az A
automata esetén, az Uj kezd6allapot az a b; lesz, melynek eleme ag, és

végiil az Ao automata végallapotait azon by,,...,by,,

osztalyok alkotjdk, mely osztdlyok elemei az

A "automata végallapotaibdl allnak.

Jelen esetben:
Ao=({bo,b1,b2,b3},{x,y},bo, 60,{b2,b3}).

do by b by b3
X by by b by
y bo b3 by by
*
5.28. példa - Véges elfogad6 automata minimalizalasa 2. feladat
Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizacids algoritmus
segitségével az
A=({ag,ar,az,a3,as,as,a6},{x,y}, a0, 8,{ap,ar,az,as})
kimend jel nélkiili, inicidlis, végallapotokkal bévitett
véges automataval ekvivalens Ay minimalis dllapotszamu automatat!
o ay ay a az ay as ag
b ag ae dg ag as ap az
y dae as ao as ap a4 ap
Megoldas:
(0.) Az ag kezdballapotbdl elérhetd belsé allapotok:
{ao.ae,a2,a1,a3}.
A'=({ag,ar,az,a3,a6},{x,y},a0, ', {ap,a1,az,a3}).
o' ag ai a as ag
X de de de ae a
Y ae as ao as ai
@)
Ci={aop.ar,a,a3},{ac}
Cr={ao}. {ar,aza3},{ac}.
Cs={ao} . {aras}.{ax} {ac}.
Cs={ao}.{aras}.{ax} {ac}.
bo={ao},.b1={a1,a3},ba={az},b3={ac}.
L)
Ao=({bo,b1,b2,b3},{x,y},bo, S0,{b0o,b1,D2}).
6() b() bl bz b3
X b3 b3 b3 b2

94




Reguldris nyelvek

*

5.29. példa - Véges elfogad6 automata minimalizalasa 3. feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimalizéciés algoritmus
segitségével az

A=({ag.a1,a2,a3,a4,a5,a6,a7,a3},{x,y},a0, 6,{azaz})

kimend jel nélkiili, inicidlis, végéllapotokkal bdvitett

véges automatdval ekvivalens Ap minimélis dllapotszdmu automatat!

1)) aj a) as ay as ag ay ag
as as ay ao ar ap ay an as
ag ag as a de az as as a
Megoldas:
(0.) Az ag kezdballapotbdl elérhetd belsé allapotok:
{ao.azas,ayas,a7}.
A'=({ag,az,a3,as,a7,a3},{x,y},a0, 8',{ar,az,ag}).
o' a) a; as as ay as
X as ay ap ap a as
y as as az az as a
(™)
Ci={ap a3 as,as}, {arar}.
Cr={ao},{azasas},{azazr}.
Ci={ao},{as.as},{as},{az.a7}.
Cs={ao},{az.as},{as},{az.a7}.
bo={ao},b1={azas},br={ag},b3={azaz}.
(IL)
Ao=({bo,b1,D2,b3},{x,y},bo, S0,{b3}).
& by by by b3
X bl bo b1 b3
y b2 b3 b3 bl

*

5.30. példa - Véges elfogad6 automata minimalizalasa 4. feladat

Készitsiik el az Aufenkamp-Hohn-féle minimaliz4cids algoritmus
segitségével az

A=({ag.a1,az,a3,a4,a5,a6,a7},{x,y,2},a0, 6,{az,as,as,az})

kimend jel nélkiili, inicidlis, végéllapotokkal bovitett

véges automataval ekvivalens Ayp minimdlis dllapotszamu automatéat!
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b} 1)) al aj as ay as (/73 ay
X dg as ay ay ag a ag ag
y aq ar ag az as ai as ae
as az ae ai as ae ap ae
Megoldais:

7 2

(0.) Az ag kezdballapotbdl elérhetd belsé allapotok:
{ao,aﬁ,a4,a5,a1,a3,a7,a2}.

Mivel a kezd6allapotbdl minden éllapot elérhetd, ezért nem torliink
egyetlen dllapotot sem, tehit A'=A.

(™)

Ci={ap,a1,a3,a6},{az,a4,as5,a7}.
Cr={apa1},{az,a6},{azas,as,a7}.
Cs={apa1},{az,a6},{azas},{as.a7}.
Cs={ap,a1},{az.a6},{azas},{as.a7}.
bo={ao,a1},b1={az,a¢},br={azas},bz={as,a7}.
L)

Ao=({bo,b1,D2,b3},{x,y,2},bo, S0,{D2,b3}).

& bo by b, b3
X by bs bo bo
y b3 by bo by
Z by by by by

*

5.4.3. Véges automatak és regularis nyelvtanok
ekvivalenciaja

23. Tétel. A 3- as tipusu nyelvek osztilya egybeesik a véges automatakkal felismerhetd nyelvek
osztalydval.

Bizonyitds. Legyen adott G=(N, T, S, H) reguldris nyelvtan gyenge normalformaban. Ekkor megadunk
egy nemdeterminisztikus iiressz6 dtmenetet is megengedd NFA=(Q, T, qo, d, F)) automatét, amely L(G)
nyelvet fogadja el. Legyen Q=NU{qy}, ahol g¢N. Legyen q¢=S, F={qy}, tovdbbd a d allapotitmenet-
fliggvényt adjuk meg a kovetekezdképpen:

minden A — aBeH szabdly (A, BEN, acTU{}) esetén legyen Bed(A, a) és
minden A — a€H szabaly (A€N, a€TU{1}) esetén legyen g ed(A, a).

A konstrukcié alapjén lathatd, hogy G minden termindld levezetéséhez pontosan egy elfogadé futdsa
lesz az NFA automatéanak és forditva.

Most nézziik a forditott konstrukcidt: az egyszerliség kedvéért nemdeterminisztikus iiresszé dtmenet
nélkiili automatdbdl kiindulva.

Legyen, tehat, adott NFA=(Q, T, qo, d, F) ugy, hogy ONT=0, definidljuk a G=(N, T, S, H) nyelvtant
a kovetkez6képpen: legyen N=0Q, S=q. A szabdlyok pedig:

minden ped(q, a) esetén ( p, geQ, a€T) legyen g — apeH.

tovabb4, minden geF esetén legyen g — A€H.
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Konnyen ellendrizhetd, hogy NFA minden elfogad6 futdsdhoz lesz a G nyelvtanban termindlé
levezetés, €s forditva. il

7z

Képletesen szdlva, az el6z6 konstrukcidk esetén a kovetkez6 atalakitdsokat végezhetjiik el:

Ebben a fejezetben tehat belattuk, hogy a pontosan a reguléris nyelveket fogadjak el a véges automaték,
akdr nemdeterminisztikus iiresszé atmenetet is megengedd automatdrél, nemdeterminisztikus
tiressz6 atmenet nélkiili automatdrdl, (parcidlis) determinisztikus automatérél, teljesen definidlt
determinisztikus automatérél, vagy akar minimélis determinisztikus automatdkrdl van sz6.

5.31. példa - Ekvivalens regularis nyelvtan megadasa véges automatahoz 1.
feladat

Feladat: Adjunk meg az A=({q0,91,92},{a,b},q90,6,{q0.92})

6(qo.a)={q1,92}, 8(qo,0)={q2},
o(qra)={qo}, 6(q2.0)={q1}

véges automatdval ekvivalens G reguldris nyelvtant!

Megoldas:

A G nyelvtan nemtermindlisainak halmaza az automata 4llapothalmazéval egyezik meg, a terminalisok
halmazit az automata bemend jeleinek halmaza alkotja, a startszimbdlum az automata kezddallapota
lesz.

A G nyelvtan szabdlyainak halmazait két csoportba oszthatjuk.

Az elsd csoportba tartoznak azok a szabdlyok, melyeket az dtmenetfiiggvénybdl kaphatunk meg.
Ha az A automata a g; dllapotbdl az x bemendjel hatdséra a g; dllapotba megy ét,

akkor a szabdlyok koz¢ bekeriil a g; — xq; szabdly.

A masodik csoportba azok a szabdlyok tartoznak, melyeket a végallapotok alapjdn adhatunk meg.
Amennyiben a g, dllapot szerepel az A automata végallapotainak a halmazaban,

gy fel kell venniink G nyelvtan szabélyai kozé a gy — A szabalyt.

Jelen esetben:

G=({CIO,CILC]2},{a,b};CIO,H),
H={ qo — aqi, g0 — aqz, g0 = bqz, q1 — aqo, g2 — bqi, go = A, qo = A }. X
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5.32. példa - Ekvivalens regularis nyelvtan megadasa véges automatahoz 2.
feladat

Adjunk meg az A=({q0,91},{%¥},90.0,{q1}),

6(q0.X)={q0.q1}, 6(q1.)={q0}

véges automataval ekvivalens G reguldris nyelvtant!

Megoldas:
G:({C]O,CII};{X:)’}’QO,H),
H={ g0 — xq0, 90 = xq1, 1 = yq0, g1 > ) }. %

5.33. példa - Ekvivalens regularis nyelvtan megadasa véges automatahoz 3.
feladat

Adjunk meg az A=({q0,91,92},{%¥},90,9,{¢2}),

6(qo-x)={q1}, 8(qo.y)={q2}, 6(q1.X)={q0.q>},
0(q1.y)={q1,92}, 6(q2.)={q0}, 6(q2.y)={q1}

véges automatdval ekvivalens G reguldris nyelvtant!

Megoldas:

G=({q0,91,92},{xy},q0,H),

H={ g0 = xq1, 90 = yq2, 91 = xq0, 41 = Xq2, 41 = Yq1,
q1 = Y92, 42 = Xq0, 42 = Yq1, g2 = h }. K

5.34. példa - Ekvivalens regularis nyelvtan megadasa véges automatahoz 4.
feladat

Adjunk meg az A=({q0,91,92.93},{x.5,2},90,0,{90.92.43})>

6(q0.X)={q1,93}, 6(qo.y)={q2}, (q1,2)={q0,92},
6(q2.x)={qo}, 6(g3,y)=1{q1}.

véges automatdval ekvivalens G reguldris nyevtant!

Megoldas:

G=({90.91.92.93},{x.y.2}.q0.H),

H={ q0— xq1, 90 = Xq3, 90 = Yq2, 91 = 290, 41 = 292,
42— Xq0, 43— Yq1, 90 = A g2 = h g3 > M}k
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5.35. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz 1.
feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{a,b},S,H) H={ S — abaB,A — B, A — cacb, B— bA,B— S, B — \ }
nyelvtannal ekvivalens véges iiresszéatmenet nélkiili automatat!

Megoldais:

(I.) Els6 1épésben megadunk egy G| nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és nem szerepelnek
benne ¥ — y1ys ... y, €s Y — yyp ... Y, n=3 alaki szabdlyok. A H szabdlyhalmaz ilyen alaki
szabdlyait helyettesitjiik j szabdlyokkal, a tobbi szabdlyt pedig véltoztatds nélkiil atvessziik a H
szabdlyhalmazba.

Minden Y — yy; ... y,, n 2 3 alakd szabalyhoz vezessiink be Z,Z,, ... ,Z,| 4j nemterminélisokat, Z;-
bdl fogjuk levezetni az y;y; ... y,. Ehhez az 6sszes Y — yy; ... y,, n 2 3 alaku szabalyt helyettesitsiik
a kovetkezd szabalyokkal:

Y- yZ,
Zy — o2,

Zn-2 =l yn—IZn-l,
Zn-l - Yn-

Minden Y — yy, ... Yy, n 2 3 alakd szabalyhoz vezessiink be Z1,Z, ...,Z,2 4j
nemtermindlisokat. Z;-b6l az y; ... y, sz6t fogjuk levezetni:
az 0sszes Y — y1y» ... Yy, n 2 3 alakd szabdlyt helyettesitsiik a kovetkezd szabalyokkal:

Y- y1Zy,
Z1 = yaZ,

Zn3 = Yn2Zno
Zy2 = Y1 Y

Jelen esetben:

{G1=({S.A,B,21,25,73,24,Z5},{a,b},S,H). Hi={ S — aZ, Z1 — bZy, Z, —» aB,A - B, A — cZ3, Z3
— aly, Zy — ¢Z5,Z5s > b,B—>bA,B — S,B— 1}

(II.) Maésodik 1épésben megadunk egy G' nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és nem
szerepelnek benne X — Z alakii szabédlyok. Ehhez két 1épésre van sziikség.

- El6szor meghatarozunk egy U(Z) halmazt minden olyan Z nemtermindlishoz, mely levezethetd
legaldbb egy mdsik nemtermindlisbdl a G| nyelvtanban és szerepel olyan H| halmazban 1év$ szabaly
bal oldaldn, amelynek jobb oldaldn egy termindlis, vagy egy termindlis és egy nemtermindlis betd,
vagy pedig az tiressz6 all. Az U(Z) halmaz tartalmazni fogja az 6sszes olyan nemterminélist, melybdl
egy vagy tobb 1épésben levezethet6 a Z betd.

Jelen esetben:
UB)={A},US)={BA}.
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- Majd a H' szabalyhalmazba 4tvessziik a H; szabdlyhalmaz

mindazon szabdlyait, melyek nem X — Z alakuiak, majd hozzdvessziik mindazon szabdlyokat,
melyeket ugy kapunk, hogy a mar atvett szabalyok bal oldaldn szerepl§ betfit a hozza tartozé
U halmaz elemeivel helyettesitjiik.

Formalisan:
Hy=(H\U{W — plZ — peH|,WeU(Z)})\{X — YIX,YeN, }.
Jelen esetben:

G'=({SAB 22,2524 75} {a,b},S,H). H={ S = aZ,, B —» aZ,, A — aZ\, Z; - bZy, Z, —» aB, A —
cZ3, 73 — aly, Z4 — cZ5, Zs - b, B—>bA,A - bA,B—> A A —> A}

(III.) Harmadik 1épésben megadjuk a G nyelvtannal ekvivalens A véges automatit. Az A automata
allapothalmazat ugy kapjuk, hogy a G' nyelvtan nemtermindlisainak a halmazdhoz hozzdadunk egy
4j g, allapotot. Az automata bemend jeleinek a halmaza megegyezik a G nyelvtan termindlisainak a
halmazaval, a kezddéllapota a startszimbdlum lesz, a végallapotok halmaza pedig tartalmaz minden
olyan X allapotot, mely szerepelt X — A alakud szabélyban, valamint tartalmazza az djonnan bevezett
q, allapotot is.

Az A automata O dtmenetfiiggvényét ugy kapjuk, hogy minden H' halmazban szerepl6 X — yZ
szabdly esetén felvessziik a 8(X,y)=Z dtmenetet, valamint az X — y alakd szabdlyok esetén
a 0(X,y)=gq, dtmenetet.

Jelen esetben:
A:({S’A,B,ZI,Z2;Z3;Z4>ZS,CIV}, {Cl,b},s,é, {BrA;qV})

6(S,a):{21}, 6(B,Cl):{Zl}, 6(A,Cl):{21 }) 6(Zl’b):{22}’ 6(Z2’a):{B}) 6(A)C):{Z3}’
0(Zs,a)={Z4}, 6(Zs,c)={Zs}, 6(Zs,0)={q\}, 6(B,.D)={A}, 6(A,D)={A} %
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5.36. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz 2.
feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{x,y},S.H)
H={S—>xA, S—>yyB,A—>B,B—yS,B—xyx, B>}

nyelvtannal ekvivalens véges automatét!

Megoldas:

(L)

Glz({S,A,B,Zl,ZZ,Z:;},{.X,y},S,Hl).
H={S—>xA, S—>yZ,Z — yB,A— B,
B = yS, B — xZ,, Z) = yZ3, 73 — X,
B— 1}

(IL)

UB)={A}.

G'=({S,A,B,Z,,25,Z3},{a,b},S,H").

H={S—>xA, S —>yZ,Z - yB, B— yS,A — )8,

B — xZ5,A — xZp, Zp > yZ3, Z3 > x, B—> LA > 1}

(I11.)
Az({S’A)B)Zl)Z2’Z3)qV}; {x;y},SJS’ {B,A;QV})

8(S.0)={A}, dS,y)={Z1}, 6(Z1.y)={B}, 5(B.y)={S}, 6(A,y)={S},
8B.x)={22}, 6(Ax)={2}, 6(Zo.y)={23}, 6(Z3,x)={q\} *

5.37. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz 3.
feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{x,y},S,H)
H={S—>xA,S—>yB,S—>B B—->AA—x5A—>y}
nyelvtannal ekvivalens véges automatét!

Megoldas:

(™)

Mivel a G nyelvtanban nincs ¥ — y1y; ... ¥, és Y — y1y; ... Y, n 23 alaki szabdly, ezért
G=G.

(IL)

U(A)={B,S}.

G'=({S,A,B},{x,y},S,H').
H={S—>xA,S—>yB,A—>x5,B—>x5S—>x5A—>y,B—->y 5S>y}

(I1L.)
A=({S,A,B,C]v}, {x)y}’S)d’ {QV})

6(S,x)={A}, 6(S,y)={B}, 8(A,x)={S}, 6(B,x)={S},
6(S,x)={S}, 6(A,y)={q,}, 6(By)={q,}, 8(S,y)={q,} *

101



Reguldris nyelvek

5.38. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz 4.
feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{x,y},S,H)
H={S — xxxA, S - yyyB,A - yS, B —> xS, A = xx, B— yy }

nyelvtannal ekvivalens véges automatét!

Megoldas:

(™)

G'=({S,A,B,Z,,7,,73,74,75,7¢},{x,y},S,H").

H'={S—>xZ|,Z) > xZp, Zp —» xA, S = yZ3, Z3 — yZ4, Z4 — B,
A—yS, B—>xS,A—>xZs,Zs > x,B—>yZ¢, Zg >V}

(L)

Mivel a G| nyelvtanban nincs X — Z alaki szabdly, ezért G,=G.

(I11.)
A=({S’A)B)ZI)Z2’Z3)Z4>ZS)ZG’qv}’ {-x’y})S:é! {Clv})

6(S,)C):{Zl }) 6(Zl)x):{Z2}’ 6(22))6):{14}’ 5(S;Y)={Z3}, (5(23,)’)={Z4}’ (5(24,)’):{3},
O(A,y)={S}, 6(B.x)={S}, 8(A,x)={Zs}, 6(Zs,x)={q\}, 8(B.y)={Zs}, 6(Z6,y)={q1} *

5.39. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz 5.
feladat

Adjunk meg a G=({S,X,Y},{x,y,2},S,H)
H={S—>xX, S>> S—>A4LX—> W, X>55X->xYVY—>xX, V> }

nyelvtannal ekvivalens véges automatét!

Megoldas:

(™)
Mivel a G nyelvtanban nincs Y — yy; ... ¥, és
Y = yiys ... Yy, n 23 alaku szabdly, ezért G1=G.

(L)

Mivel a G| nyelvtanban nincs X — Z alaki szabdly, ezért G,=G.

(IIL)
A:({S,X, Y)q\/}’ {x’y’Z}’S:é’ {S’q\/})'

3(S0)={X}, d(S.2)={q,}, s(X.)={Y}, 6(X.x)={q,}, 6(X,0)={S}, 6(Y.»)={qv}, S(¥.x)={X} *
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5.40. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz 6.
feladat

Adjunk meg a G=({S,A},{0,1},S,H)
H={5->0,S§—>1A,A—- 04 A—> 1A A—> 1}

nyelvtannal ekvivalens véges automatét!

Megoldas:

(™)

Mivel a G nyelvtanban nincs ¥ — y;y2 ... v, és Y = y1yp ... ¥y, n 23
alaki szabdly, ezért G1=G.

(L)

Mivel a G| nyelvtanban nincs X — Z alaki szabdly, ezért G,=G.

(IIL.)
A=({$,A,¢,},{0,1},5,6,{A,q,}).

3(S,0)={qy}, 6(S,1)={A}, 6(A4,0)={A}, 54, 1)={A} *

5.41. példa - Ekvivalens véges automata megadasa regularis nyelvtanhoz 7.
feladat

Adjunk meg a G=({S,A},{0,1,+,-},S,H)
H={S—-0,S—> 14, §S—-14, A — 04,
A—-1AA>LA> +1AA—--1A4)

nyelvtannal ekvivalens véges automatét!

Megoldas:

@)

Glz({S’A)Zl!ZZ)Z3}’{O: 1:+)'};S!H)

H={S—0,8S— 1A, S — -Z;, Z; — 1A, A — 0A, A — 1A,
AD>MNA > +72), 7y > 1A A — -Z3, Z3 > 1A }

(L)

Mivel a G| nyelvtanban nincs X — Z alaki szabdly, ezért G,=G.

(I11.)
Az({S’A)Zl:ZZ’Z3)qV}> {O) 1 };S;é; {A,QV})

8(S,0)={qy}, 6(S,1)={A}, 6(S,-)={Z1}, 6(Z1,1)={A}, 6(A,0)={A},
(A, D={A}, 6(A,+)={2Zy}, 6(Zo,1)={A}, 6(A,-)={Z3}, 6(Z3, 1)={A} *

5.5. Nyelvek elballitasa automatakban

Az automatdk és az automata leképezések kapcsolatdt illeten, mint mar utaltunk ra, két ellentétes
kérdés fogalmazhat6 meg:

I. Ha adva van egy inicidlis automata, meghatdrozandé az altata indukalt leképezés (analizis);
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II. Ha adva van egy inicidlis automata leképezés, meghatirozandd legaldbb egy olyan inicidlis
automata, amely ezt a leképezést indukélja (szintézis).

A szintézis, ahogy utaltunk rd egyértelmiivé tehetd a minimalizalds feladatdval. Az analizis és szintézis
akkor fogalmazhat6 meg egzakt médon, ha megallapodunk abban, hogy mit értiink automata és
automata leképezés megaddsan. Ezzel kapcsolatban, amint a Automatik Analizise és Szintézise
fejezetben utaltunk ra, a kovetkezd problémat kell megoldani:

0. Meg kell adnunk a véges automatdk altal indukélhaté automata leképezéseknek az automatdktol
fliggetlen leirdsit. Mds szoval, keresniink kell olyan irdsmddot, amelyben el tudjuk donteni, hogy
valamely, ebben az irdsmédban megadott automata leképezés indukalhaté-e véges automatdval vagy
sem. Ezek utdn véges automatédkra az analizis és szintézis problémdja igy fogalmazhaté meg:

I'. Barmely adott véges automata esetén meg kell tudnunk adni a széban forgé irdsmédban azt a
leképezést, amelyet az automata indukal;

II'. Ha ebben az irdsmdédban meg van adva egy véges automata altal indukalhat6 leképezés, akkor meg
kell tudnunk adni legaldbb egy olyan automatat, mely ezt a leképezést indukalja és allapothalmaza
véges.

Egy olyan leképezés megadasi mddszer, mely eleget tesz a 0.,1."I1.' feltételeknek, el6szor S. C. Kleene
taldlt 1956-ban, bevezetve a regularis kifejezés fogalmat. A fejezet tovabbi részében az elfogadd
automatakra vizsgaljuk az analizis és szintézis fogalmat, vagyis az analizis és szintézis foglamat
médositjuk €s e kettds feladat megoldasat kimend jel nélkiili automatak vizsgalatara vezetjiik vissza.
Amint lattuk, a generativ rendszerek egyik fontos tipusat képezik a generativ nyelvtanok, melyek a
formadlis nyelvek el6allitasara alkalmas eszkozok. A formaélis nyelvek felismerésére viszont nem az
analitikus nyelvtanokat, hanem a felismeré (Rabin-Scott) automatdkat szokas alkalmazni.

Tetsz6leges DFA=(Q, T, qo, d, F) determmlsztlkus automata esetén akkor mondjuk, hogy weL(DFA)

7z

ha az automata a goeQ kezddéllapotbol a weT" inputszé hatdsara a d*(go, w)eF 4llapotba megy 4t.

kézbiilsd Allapotok

e

o B o - - ° N @

24. Tétel. (Kleene Tétele) Barmely adott DFA véges determinisztikus automatdhoz és éllapotai
F részhalmazdhoz meg tudjuk adni annak a nyelvnek egy reguldris kifejezését, amely DFA- ban
az F halmazzal elééllithaté. Megforditva, minden reguldris kifejezéshez megadhat6é egy FA véges
(felismer®) automata, amely dllapotai F' részhalmazaval éppen a tekintett reguldris kifejezéssel leirt
nyelvet fogadja el.

Kleene tételének konstruktiv bizonyitasat fogjuk adni a kovetkez6 fejezetekben.

Azt mondjuk, hogy a T" monoidon (azaz egységelemes félcsoporton) definidlt valamely g ekvivalencia
reldcié jobbkongruencia, ha minden u, v, weT " hérmasra igaz, hogy uov=uwovw. A T" monoid
egy C, osztilyozasit jobbrol stabilnak (vagy jobbrol kompatibilisnek) hivjuk, ha a o reldci6
jobbkongruencia. Végiil, a ¢ reldciot, illetve a C, osztdlyozdst véges indexiinek mondjuk, ha
véges sok osztalybol all. Analég médon definidlhaté a balkongruncia és a balrél kompatibilis
osztalyozés. Egy, a T" monoidon megadott relaciét kongruencidnak hivunk, ha egyidejiileg bal- és
]obbkongruencm Maisként kifejezve, a T" monoidon értelmezett o reldcié kongruencia, ha barmely
u, v, w, s€T - ra uov=>wusowvs. (Megjegyezziik, hogy természetesen u, v, w, s barmelyike lehet
az liressz0.) Egy ¢ kongruencidhoz tartozé C, osztdlyozdst kompatibilisnek mondunk. Mésként
kifejezve, kompatibilisnek hivjuk az egyidejlileg balrdl €s jobbrdl stabil osztalyozast.

A véges automatdkban el6éllithat6 nyelvek egy reldciéelméleti jellemzését adja Myhill (ejtsd: majhil)
és Nerode (ejtsd: nerdd) tétele.
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25. Tétel. (Myhill és Nerode tétele) Egy véges T abécé feletti L nyelv akkor és csak akkor dllithatd
el6 egy véges automatdban az dllapotok valamely részhalmazaval, ha megadhaté T - nak olyan véges
indexti kompatibilis C osztdlyozdsa, hogy L el64ll bizonyos C- beli osztdlyok egyesitési halmazaként.

Bizonyitds. MindenekelStt megjegyezziik, hogy T'- nak az a trividlis osztalyozdsa, amelynél minden
elem egymagdban alkot egy osztilyt, nyilvan kompatibilis és egy L nyelv mindig el6all ennél az
osztdlyozdsndl bizonyos osztalyok egyesitési halmazaként. Ennél fogva egy tetszSleges L nyelv esetén
mindig van olyan kompatibilis osztdlyozdsa T - nak, hogy az L el3ill bizonyos osztdlyok egyesitési
halmazaként.

A tétel sziikségességének bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy egy L nyelv el6allithaté a DFA=(Q, T, qo,
d, F) véges automata dllapotainak F részhalmazdban, vagyis DFA Rabin-Scott automata éppen az L
nyelvet ismeri fel. Definidljunk 7" - on egy kongruenciit a kovetkez6képp:

Vu, veT :(uopraveqeQ:d (g, uy=d (g, v)).

(Vagyis minden u, veT  esetén uoprav akkor és csak akkor teljesiiljon, ha tetszéleges Q- beli
allapotra az u szé a ¢q éllapotot ugyanabba az dllapotba viszi 4t mint a v sz0.) Ekkor a ¢- hoz
tartoz6 C, kompatibilis osztdlyozadsndl egy-egy osztdlyba pontosan azok a T - beli elemek tartoznak,
melyek a DFA automata kezd@allapotat egy meghatdrozott dllapotba viszik. Nyilvanvald, hogy a DFA
végessége miatt a Q halmaz véges, azaz a C, kompatibilis osztdlyozds véges sok osztélyt tartalmaz.
Tehét C, valoban véges indexd.

7z

Azt kell még kimutatnunk, hogy L el6éll bizonyos C,- beli osztdlyok egyesitési halmazaként. Jelolje

most tetszbleges geQ mellett C'? ezen C, kompatibilis osztdlyozds azon osztalyit, melynek elemei
a go kezddallapotot a g allapotba viszik at. Mivel feltettiik, hogy a DFA az L nyelvet éllapotainak F'

halmazaval ismeri fel, ekkor L=U{C(q)lqu }. (Természetesen L= el6fordulhat. Ilyen esetben F=0.)
Ezzel a tétel sziikségességét kimutattuk.

Most igazoljuk az elegend&séget. Tegyiik fel, hogy megadhat6 T'- nak olyan véges indexi
kompatibilis C osztilyozasa, hogy L elall bizonyos C- beli osztalyok egyesitési halmazaként. Korabbi
konvenciénknak megfelelGen tetszleges ueT" mellett Clu]- val fogjuk jelolni azt az osztalyt, melynek
egy adott ueT" eleme. Ha L=, akkor L barmely véges automatdban eldéllithaté a végallapotok iires
halmazaval. Igy a tovédbbiakban feltehetjiik, hogy L nem iires. Mivel C kompatibilis, ez azt jelenti,
hogy tetszbleges u, veT mellett Clul=C[v]=VYaeT:Clual=C[va] (vagyis tetszdleges u, veT esetén a
u és a v egy osztalyba esése azt eredményezi, hogy minden a€T esetén az ua €s a va is egy osztalyba
fognak esni.) Ekkor viszont jol definidlt (azaz az értelmezési tartomdny minden elemének valéban
pontosan egy elem felel meg az értékkészletben) az a d:CxT — C leképezés, melyre minden ueT’, aeT
par mellett d(C[u], a)=C[ua]. Tekintsiik most az ezen d atmeneti fiiggvénnyel rendelkez6 DFA=(C,
T, C[A], d, F) véges automatat (ahol C[4] jeloli a C azon osztalyat, mely az tiressz6t tartalmazza); és
F jeldli a C azon részhalmazat, melyre teljesiil, hogy az L el6all a F- beli osztalyok egyesitéseként.
A DFA definiciéja értelmében minden ueT - ra d(C[A], u)=Clu]. Vildgos, hogy ekkor minden uel”
esetén Clu]eC' pontosan akkor 4ll fenn, ha C[A]- t az u sz6 a DFA automatdban valamely C'- beli
allapotaba viszi at. Vagyis DFA éllapotainak F részhalmazaval épp az L nyelvet ismeri fel. Ezzel a
tétel bizonyitasat befejeztiik. 1l

Valamely A=(Q, T, qo, d) kimend jel nélkiili (nem feltétleniil véges) automata esetén a Vu,
veT (upaveVqeQ:d (g, u)=d (g, v)- val definidlt o kongruencidt az A  Myhill-Nerode féle
kongruencidjdnak hivjuk, a hozza tartozé T/ o fakorfélcsoportot pedig az A automata karakterisztikus
[félcsoportjdnak nevezzik.

Az A karakterisztikus félcsoportja nyilvan ugy is megadhaté, mint a Q allapothalmaz feletti
teljes transzformaci6é félcsoport azon részfélcsoportja, amelyet az Osszes, a d,(q)=d(q, a), q€Q
Osszefiiggésnek eleget tevd d,:Q — Q leképezések {d, lacT} halmaza generdl. Ilyen interpretaciéban
az S(A) elemei azok az 1,:Q0 — O, ueT " alakd leképezések lesznek, melyekre nu(q)=d*(q, u), geQ.
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5.42. példa - Egy véges automataval nem felismerhet6 nyelv

Az L={d"b"Im>n 2 0} nyelv véges (kimend jel nélkiili inicidlis) automataban nem allithaté el§. ( a”
egy n hosszisagu, csupa a betlibdl 4116 sz6t jelol.) Valdban, ha L véges kimend jel nélkiili inicidlis
automataban eldéllithaté lenne, akkor a Myhill-Nerode tétel szerint lenne a T'- nak véges indexl
olyan C kompatibilis osztdlyozdsa, hogy L eldall véges sok osztily egyesitéseként. Mivel L végtelen

P

elem, s véges sok osztdly egyesitéseként el6all, van olyan osztily, mely valamely i-j>k-I>0 feltételnek
eleget tevé i, j, k, | természetes szamokra a'b- t és d*b- t tartalmazza. Viszont aibi+k'l(=aibibk'
l)EL, s ugyanekkor akbk(=akblbk'l)eL. Vagyis van olyan uex’, hogy a'VueL mellett a*b'u¢L. Mivel

27z

feltételezésiink szerint L el64all (véges sok) C- beli osztdly egyesitéseként, L- nek azok és csak azok az
osztalyok lehetnek a részhalmazai, melyek egyesitéseként L el6all. Ez viszont azt is jelenti, hogy a'bu

és akb[p nem tartozhatnak a C osztdlyozds egy és ugyanazon osztdlydba. Teht, feltételezésiinknek
ellentmondva a C nem kongruencia osztdlyozas. Ekkor viszont nem lehet az L nyelvet véges kimend
jel nélkiili inicidlis automataban elGéllitani. %

Itt jegyezziik meg, hogy a Myhill-Nerode tétel és a nyelvet elfogadé minimalis (véges determinisztikus
teljesen definidlt) automata szoros kapcsolatban dllnak egymassal. Ugyanis a bizonyitdsban eléallitott
DFA éppen az L nyelvhez tartoz6 minimadlis (dllapotszdmu) teljesen definidlt automata. Itt hivjuk fel a
figyelmet arra a nagyon fontos tényre, hogy a teljesen definidlt minimadlis determinisztikus automata
(az allapothalmaz izometridjatél eltekintve) egyértelmiien definidlhat6 minden reguléris nyelvhez. Ez
alapjan lehet eldonteni, hogy két regulris nyelv megegyezik-e egymadssal.

5.6. Véges automatak analizise

Az automatdk analizisének problémadjat véges automatdkra igy moédositjuk:

A véges automatdk analizise jelentse olyan univerzélis algoritmus megaddsit, amelynek
alkalmazasaval barmely adott determinisztikus FA=(Q, T, qo, d, F) véges automatdhoz meg tudjuk
adni annak a nyelvnek egy reguldris kifejezését, amely FA- ban az F halmazzal el6allithat6. Ilyen
algoritmus létezését S. C. Kleene bizonyitotta be 1956-ban. Mi a tovdbbiakban McNaughton és
Yamada algoritmusat ismertetjiik, amely egyben konstruktiv bizonyitdsat is szolgéltatja a kovetkezd
tételnek.

26. Tétel. Ha a véges T halmaz feletti L nyelv el&éllithaté véges kimend jel nélkiili inicidlis automata
allapotai valamely F részhalmazaval, akkor az L nyelv megadhat6 reguldris kifejezéssel.

Bizonyitds. A kivant algoritmus megaddsahoz nyilvan elég olyan eljardst megkonstrudlni, amely
lehet6vé teszi az olyan nyelv egy reguldris kifejezésének felirdsit, amely FA- ban tetszdleges,

z7z

egyetlen 4llapottal elallithat6, hisz ha F={q1, g2, ..., g}, akkor Lpa =LpaT"ULpA?U--ULp4%. Igy a
tovabbiakban csupan az olyan reguléris nyelvek reguldris kifejezéssel torténd megadasat vizsgaljuk,
melyek mindegyike FA- ban egy-egy allapottal (azaz az dllapotok egy-egy egyelemd részhalmazaval)
elééllithatd. Legyen FA=({1, ..., n}, T, 1, d, F) egy véges inicidlis kimend jel nélkiili automata,
melyben az dllapothalmaz 1- t61 alkalmas n- ig terjedd természetes szamok halmaza, s az 1 természetes
szdm a kezddallapot. Az éllapothalmaz és a kezdGallapot ilyen megvélasztdsa nem jelent igazi
megszoritast, hisz tetszéleges véges inicidlis kimend jel nélkiili automata esetén jelolhetjiik 1- el a
kezd6allapotot, s amennyiben az allapotok szama n, az {1, 2, ..., n}- el az dllapothalmazt (aszerint

hogy az allapotok egy tetszéleges, kezddallapottal kezd6dd felsoroldsanal beszEliink elsd, ..., n- edik
allapotrol). Jelolje L,-,jk tetszbleges i, je{l, ..., n}-re és ke{O0, 1, ..., n}- re azt a nyelvet, mely azokbdl
és csak azokbdl a bemend szavakbol dll, amelyek hatdsdra az FA az i€{1, ..., n} dllapotbdl dtmegy
aje{l, ..., n} dllapotba ugy, hogy k=0 esetén nincs kozbiils6 dllapot, k>0 esetén pedig legfeljebb az
1, ..., k dllapotok 1éphetnek fel kozbiilsd allapotként. Specidlisan, L; jo jeloli azt a nyelvet, amelynek
elemei hatdsdra FA az i€{1, ..., n} dllapotbdl kozvetleniil, kozbiilsd dllapotok nélkiil megy 4t a je{1,
..., n} allapotba. (Itt tehat k nem kitevSt hanem egyszer(ien indexet jelol!)

Elegend6 megmutatni, hogy barmely me{1, ..., n} esetén az Ly ,," reguldris, hiszen Lps"=L; ",
s elegendd ezen nyelvek egy reguldris kifejezését megadni. Ennél valamivel tobbet bizonyitunk:

Igazolni fogjuk, hogy minden L; jk nyelv reguldris és rekurziv formulat adunk az ilyen nyelvek egy
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reguldris kifejezésének felirdsdhoz. Ez egyben azt is jelenti, hogy tételiinknek egy teljes indukcids
bizonyitdsat adjuk.

Legyen k=0. Mivel az L,-’jk nyelvek mindegyike vagy az iires nyelv, vagy pedig T bizonyos elemeinek
egyesitési halmaza, ezért minden ilyen nyelv reguléris és az automata atmeneti tidbldzata alapjan
felirhat6. Nevezetesen, a tdblazat i allapothoz tartozé oszlopdban kigytijtjiikk azokat az allapotokat,
melyek j- vel megegyeznek, s tekintjiik az Osszes olyan a;, ...a; €T bemend jeleket, melyek az FA
atmeneti tdblazatdban ezen j- vel megegyez6 elemekkel egy sorba esnek. Ezek a bemend jelek lesznek
azok, melyek hatdsdra az FA dtmegy az i dllapotdbdl a j dllapotdba. Ha ilyen bemend jel nincs és
i#j, akkor L; joz@ lesz a tekintett reguldris kifejezés. Amennyiben van olyan bemend jel, mely az i
allapotot a j allapotba viszi at és i#j, akkor L;, jO:ai1+a,-2+. ..+a; lesz a megfelel reguldris kifejezés.
Ha nincs az i- t a j- be dtvivé bemend jel, de i=j, akkor L; j0=/l, hisz az liressz6 hatdsdra minden éllapot
at tud menni dnmagdaba kozbiilsé allapot nélkiil, definicié szerint. Végiil, ha van olyan bemend jel,
mely az i 4llapotot a j dllapotba viszi 4t és i=j, akkor nyilvdnval6an igaz, hogy L; j0=l+al-]+ai2+. ..+a;,
megfelel6 reguldris kifejezés.

Legyen most k>0, s tegyiik fel, hogy az L; jo, N ) jk'l, i, je{l, ..., n} nyelvek regularitdsat
mdr bebizonyitottuk és fel is irtuk ezen nyelvek egy-egy reguldris kifejezését. Mutassuk meg, hogy
érvényesaz L; jk:L,-, jk"l+Ll-’ kk'l(Lk’ kk'l)*Lk, jk'l(i, J, ke{1, ..., n}) formula. Az egyenl6ség igazoldsdhoz
eldszor azt gondoljuk végig, hogy milyen médon tudunk egy weT széval eljutni az i allapotbdl a j

7 2z

allapotba dgy, hogy legfeljebb 1, ..., k 1éphetnek fel kozbiilsé allapotként.

1,2, k—1

Ha valamely weT" széval az i allapotbdl a j dllapotba el tudunk jutni Ggy, hogy legfeljebb az 1, 2,
...k 1éphetnek fel kozbiils allapotokként, akkor vagy el tudunk jutni ezen w szdval az i 4llapotbdl a j

7 2

allapotba ugy, hogy legfeljebb 1, ..., k-1 1éphet fel kozbiilss dllapotként (azaz ha k=1 akkor ezesetben

7 2

nem lép fel kozbiilsd dllapot) és ekkor wel;, jk'l, vagy nem. Utébbi esetben fel kell 1épnie a k dllapotnak
legaldbb egyszer, de persze véges sokszor kozbiilsé allapotként. Vagyis ekkor el6szor eljutunk a k

7 2

allapotba ugy, hogy legfeljebb 1, ..., k-1 1éphet fel kozbiilsé adllapotként, s ha k csak egyszer 1épett
fel kozbiilsé allapotként, akkor k- bol maris tovabb juthatunk j- be tigy, hogy ismét legfeljebb 1, ...,

k-1 1éphet fel kozbiilsd dllapotként. Ezesetben tehd w=ww,, ahol wi€L;, kk'l, wo€Ly, jk']. Az az eset

7 z

van még hatra, mikor k egynél tobbszor (de persze véges sokszor) 1€ép fel kozbiilsé dllapotként. Ekkor

is el6szor eljutunk a k dllapotba tigy, hogy legfeljebb 1, ..., k-1 1éphet fel kozbiilsd dllapotként, majd
véges sokszor k- bdl elindulva visszatériink k- ba 1igy, hogy ismét legfeljebb 1, ..., k-1 1éphessenek
fel kozbiilsd allapotként, s végiil mint az el6z8 esetben, k- bol tovdbb juthatunk j- be dgy, hogy

7 z

ismét legfeljebb 1, ..., k-1 1éphet fel kozbiils6 dllapotként. Ilyenkor w el6dll valamely #>2 természetes
szdmra w=ww»...w,.;w; alakban dgy, hogy wi€L;, kk'l, W, ..., Wr1€Ly, kk'l, illetve w,ely, jk"l. Minden
lehetséges esetben azt kaptuk, hogy ha w benne van az egyenldségiink baloldaldn szerepld nyelvben,
akkor benne van az egyerlléség jobboldalén 4ll6 nyelvben. Az egyenl8ség fennélldsdhoz be kell még
latni az is, hogy ha weT benne van az egyenldség jobboldaldn 1év6 nyelvben akkor benne van a
baloldaldn 1év&benis. L; /k'l cL; /k definicid szerint fennall, igy csak azzal az esettel kell foglalkoznunk,
mikor weL; kk’l(Lk, kk’l)*Lk, jk'l. Ekkor w=w---wy, s 2 1, ahol wy az i 4llapotot a j dllapotba, w, a k
allapotot a j dllapotba, s ha s>2, akkor minden egyes wy, [€{2, ..., s-1} tényezs a k dllapotbdl 6nmagaba

7 2

viszi 4t az FA automatit igy, hogy legfeljebb 1, ..., k-1 1€phetnek fel kozbiils6 dllapotként. Vildgos,
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hogy ekkor w hatdsdra tgy juthatunk el az i dllapotbdl a j dllapotba, hogy legfeljebb 1, ..., k Iéphetnek
fel kozbiils6 allapotként. Ezzel a tétel teljes bizonyitast nyert. Il

Az el6z6 bizonyitdsban szerepld konstrukcid segitségével tetszbleges véges automatdhoz
elkészithetjiik a megfeleld reguldris kifejezést.

5.43. példa - Ekvivalens regularis Kifejezés megadasa véges automatahoz 1.
feladat

Adjunk meg az A=({a,a2},{x,y},a1,6,{a,}) determinisztikus véges automatdval ekvivalens reguldris
kifejezést! Ahol az dtmenetfiiggvény a kovetkezd:

b} aq aj
X ar an
y ai ©

Megoldais:
(I.) Jeloljiik n-el az automata allapotainak szdmat. (Jelen eseben n=2.)
A feladat megolddsahoz eldallitjuk az rljk reguldris kifejezéseket, a kovetkezd rekurziv definicié
segltsegevel
ii —{xlé(a,,x) a;}, hai#j,
; —{xlé(al,x)—aj}u{}»} ha i=j,

ri].k_rik {rd ™D ot ha 1<k <.

Jelen esetben rijk regularis kifejezések:

o k=0 k=1 k=2
ik YUh Y Y
o X y*x y*xx*
ot %) % %)
o XUL XUL x

Példaul az rqy =r11 (r11 ) i U i —(yU )\)(yU )\.) (yU)\,)U (yU 7\)_)’ és
az r122—r12 (r22 ) 5% U r121—y X(XU}\,) UMV y x—y XX

L)

Ezek utin L(A)= U F ', ahol ry a kezd6éllapot, az r,, pedig befutja a végallapotok halmazt. Jelen
rme o
esetben egyetlen végallapotunk van, igy L(A)= rlzz—y*xx Megfigyelhetd, hogy k=n esetén elegendd

7z

azokat az rlj elemeket kiszdmolni, ahol i kezd6éllapot és j végallapot. A tovdbbiakban ezek szerint
fogunk eljarni. %
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5.44. példa - Ekvivalens regularis Kifejezés megadasa véges automatahoz 2.
feladat

Adjunk meg az A=({ay,a3},{x,y,2},a1,6,{a,a,}) determinisztikus véges automatdval ekvivalens
reguldris kifejezést, ahol a 8 dtmenetfiiggvény a kovetkezd tablazattal adott:

h) ay aj
X a ]
y aj a

%) ai

Megoldas:
@)

Az rijk reguldris kifejezések:

o k=0 k=1
- ]k YU y ’
V12k X y*x
rr* N 2l
st YUA 2y xUyU

(IL)
71 1*2=r12*1 (rzzl*)*rgl IU*r] 1 1=y*x(Zy*nyU)\)*Zy*Uy*=
=y x(zy xUy) zy Uy,

* * * * * %
r12*2=r12:(r221*) r221Ur]21=y _x(zy nyU)\) (Zy xqu)\,)Uy =
=y x(zy xUy) .

Végiil L(A)=r11?Ury’= (¢ x(zy xUy) zy Uy Uy x(zy xUy) )=
* * * * *
=y x(zy xUy) (zy UMUy . X
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5.45. példa - Ekvivalens regularis Kifejezés megadasa véges automatahoz 3.
feladat

Adjunk meg az A=({aj,ar,a3},{x,y},a1,0,{asas}) determinisztikus véges automatdval ekvivalens
reguléris kifejezést, ahol a  d4tmenetfiiggvény:

b a a as
X ar as aj
y as a %)

Megoldas:
@)

Az rijk reguldris kifejezések:

o k=0 k=1 k=2
m" @ @ @
o * * xy”
15k y y YUxy'x
ri* 2 0 °
ra yUL yUL Y
r3* * * v
r3 * x *
r32k (%) XX )C)CysF
33k Py AUxy )\nyUxxy*x

(IL)

r12 (yU Xy x) v nyxxy X xxy U xy =
=(yU xy 1)y xxy x) ey U xy

r13,3 =(yy xy*x)O\U xyuU xxy*x)* (AUxyU xxy*x)U v xy*x)z
=(yU xy x)(xyJ xxy x)

L(A)=r2 U3 —((VU Xy X) (xyUxxy ") 0y Uy UV xy 1) (oyUxxy 1) )=
U xy x) (xyU xxy x) (xxy U)»)ny

5.7. Véges automatak szintézise

Az automatdk szintézisének problémdjat véges automatdkra a kovetkez6képp médositjuk: A véges
automatdk szintézise jelentse olyan univerzdlis algoritmus megaddsat, amelynek alkalmazdsdval
barmely véges T halmaz feletti, reguldris kifejezéssel megadott L reguldris nyelvhez meg tudunk
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konstrudlni olyan véges FA=(Q, T, qo, d, F) automatét, amelyben az adott L nyelv az dllapothalmaz F
részhalmazaval elééllithatd, ( vagyis legyen FA az L regularis kifejezéssel megadott nyelv felismerd
automatdja). Egy ilyen algoritmus megaddsa egyben a kovetkezd tétel konstruktiv bizonyitdsat
szolgaltatja:

27. Tétel. Egy véges T halmaz feletti tetszdleges r regularis kifejezéshez megadhat6 olyan FA véges
felismerd automata amely az r altal leirt nyelvet fogadja el.

Bizonyitds. A tétel elsd bizonyitdsa ugyancsak S. C. Kleene eredménye 1956-bdl. Mi egy V. M.
Gluskovtél szairmazé egyszert eljarast ismertetiink, amely eléggé gazdasdgos is abban az értelemben,
hogy az esetek tobbségében a minimalishoz kozeli automatit eredményez. Masrészt lehetévé
teszi, hogy az adott véges sok, reguldris kifejezéssel megadott regularis nyelv esetén egyszerre
szerkessziink meg egy olyan véges automatat, amelyben a nyelvek mindegyike el6allithaté (dltalaban
az allapothalmaz mds-mds részhalmazaival).

A mdbdszer 1ényege, hogy szdmba vessziik azoknak a szavaknak a struktdrijat, amelyek az adott
nyelvek koziil legalabb egyikben el6fordulnak. Az eljards ismertetése sordn a konnyebb megértés
kedvéért egy példat is kidolgozunk. Legyenek L;, Ly, ..., L; olyan nyelvek a T:{a(l), a?, .., a(")}
abécé felett (az 1, 2, ..., nitt nem kitevét, hanem indexet jelentenek), amelyek reguléris kifejezésekkel
vannak megadva. A moédszer alkalmazdsa elStt a nyelvalgebra alapmiiveleteire megismert miiveleti
azonossdgok alkalmazdsdval hozzuk a reguldris kifejezéseket minél rovidebb alakra. Ezt kdvetSen
indexeljiik a reguldris kifejezésekben el6forduld betiiket balrdl jobbra haladva gy, hogy az azonos
betiik kiilonb6zé eléforduldsi helyiikon mas-mds indexet kapjanak.

5.46. példa - Automata megadasa regularis kifejezéshez

Legyenek az el6éllitand6 nyelvek L1=aa*, L2=bb*, L3=(aa*b+bb*a)(a+b)*.

Ekkor egy lehetséges indexelés eredménye:

Li=aia;’, Ly=b3by", Ly=(asag by+bsby aio)ay+byo) .

Legyenek u és v indexelt betik. Azt mondjuk, hogy az u indexelt betli megelozi a v indexelt bettit,
jelekben: u<v, ha az u index nélkiili u ' és v index nélkiili v ' formdjahoz 1étezik olyan p sz6, mely benne
van legaldbb egy adott L;(1 <i < k) nyelvben és el6all p=wu 'v 'z alakban valamely w, zeT - ra. Az u
indexelt betlit kezdobetiinek nevezziik, ha index nélkiil formdja elsé betiije legaldbb egy olyan szénak,

amely legaldbb egy L;(1 <i<k)- ben benne van. Végiil, az u indexelt bezfit zdrobetiinek hivunk, ha
index nélkiili formdja utolsé betiije olyan szénak, mely legaldbb egy L;(1 <i < k)- ben benne van.

Az 5.46. példa - Automata megadasa regularis kifejezéshez megoldasanak folytatasa: betiik
osztalyozasa

Példankban a kezdébettik: ay, b3, as, bg.

Zarobetlk: ay, ay, bz, by, b7, ajo, ay, bis.

Emellett:

a1<Lay; br<any, bia;
ar<ay; bg<by, ayp;
byby; by<by, ajp;
ba<kby; ajp<kayy, bia;
as<ag, b7; ajj<kapy, bia;
ag<ag, by; bix<ary, biy;

Ezek utdn a keresett véges felismerd FA=(Q, T, qo, d, F) automatét a kévetkez6 médon definidljuk:
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Legyen g tetsz6leges szimbdlum. Legyen ezutdn d(q, a(i)) minden i=1, ..., n- re az ) beti azon

indexelt véltozatainak azon ¢;” halmaza, melyek kezdSbetik. Ily médon definidljuk elészor a g'",
%) @)
q1

betl egyik indexelt valtozata sem kezddbetl, akkor q(i) az lires halmaz.

e ql(") halmazokat mint FA- beli dllapotokat. Megjegyezziik, hogy ha valamelyik 7- beli a

A tobbi dllapotot rekurzidval definidljuk a kovetkez6 médon: Ha mér egy g éllapot definidlva van,

akkor minden i=1, ..., n-re ad(q, a(i)) allapot legyen az a"” betti azon indexelt viltozatainak halmaza,
melyeket megelz legalabb egy g- beli betii. (Ez a g- beli indexelt betli természetesen nem sziikségképp

az a'” betdi indexelt véltozata.) Természetesen el6fordulhat az is, hogy az a"” betiinek nincs egyetlen
ilyen indexelt véltozata sem, s ekkor d(q, a?) az iires halmaz. Az is elSfordulhat, hogy ¢ maga is az

tires halmaz. Ezesetben d(q, a(i))=q fog fennallni a konstrukciénk értelmében.

Vildgos, hogy az igy definidlt FA automata inicidlisan Osszefliggs, azaz a kezd&allapotabodl
alkalmas bemend szavakkal barmely allapota elérhetd. Az is vildgos, hogy véges, hisz dllapotainak

szédma legfeljebb annyi mint a bemend dbécé Osszes részhalmazainak halmaza, azaz 2"+1. Végiil,
konstrukcionk alapjan minden peL;, i=1, ..., k nem liressz6 esetén a p sz6 az igy megkonstrudlt
automatat a kezd6allapotbdl egy olyan dllapotba viszi at, melynek legaldbb egy indexelt betiije az
L; nyelv zarébettje. Ugyancsak konstrukcionk alapjan lathatd, hogy ha g¢L; akkor ez nem 4ll fenn.
Tehat minden i=1, ..., k- ra az L;,\{A} nyelv el6dllithat6 az FA automatdban azzal az F; halmazzal,
amely azokbdl az éllapotokbdl 4ll, melyek legaldbb egy L;- beli zardbetiit tartalmaznak. Amennyiben

z7z

az iiressz6 eleme L;- nek, akkor F;- hez még hozz4 kell venni a gy kezd64allapotot is.

Az 5.46. példa - Automata megadasa regularis Kifejezéshez folytatasa: a megkonstrualt
automata:

Példankban az FA automata megszerkesztése igy alakul:

d(qo, a)={a1, as}=qi, d(qa, b)={b12}=gs,
d(qo, b)={b3, bs}=q>, d(gs, a)={a11}=q7,
d(q1, a)={ay, as}=q3, d(gs, b)={b12}=gs,
d(q1, b)={b7}=qa, d(ge, a)={a11}=q7.
d(q2, a)={ai0}=gs, d(ge, b)={b12}=gs,
d(q2, b)={b4, bo}=ge, d(q7, a)={a11}=q7,
d(g3, a)={az, as}=q3, d(q7, b)={b12}=gs,
d(g3, b)={b7}=qa, d(gs, a)={a11}=q7.
d(qs, a)={a11}=q7, d(qa, by={b12}=gs.

A kapott gg kezd6allapoti automata dtmenet tablazata:

FA q0 q1 ) q3 q4 qs g6 q7 qs
q1 q3 qs q3 q7 q7 qs q7 q7
q2 q4 g6 q4 qs qs g6 qs qs

Ebben az automatdban el64llithato

az Ly nyelv az F1={q1, q3} végallapothalmazzal,

az Ly nyelv az Fr={q3, q¢} végallapothalmazzal,

az Ly nyelv az F3={qu, gs, q7, g3} végéllapothalmazzal. I %

Ezzel tehat belattuk, hogy a reguldris kifejezések éltal leirt nyelvosztaly éppen a véges automatédkkal
felismerhet6 nyelvek osztdlya, vagyis a Chomsky-féle 3. tipusd nyelvek osztilya.
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Ezek szerint egy reguldris nyelvet megadhatunk reguldris nyelvtannal, véges (determinisztikus vagy
nemdeterminisztikus) felismerd automatdval vagy reguldris kifejezéssel (illetve szintaxis graffal a
Szintaxis graf alfejezetben ismertetett médon).

5.8. Véges automatak altal indukalhatoé
leképezések

Ebben a részben a véges automatdk altal indukalhat6 leképezéseket (ldsd Az automatdk altal indukélt
leképezések fejezet) a reguldris nyelvekkel kapcsolatosan vizsgéljuk.

7 2z

Ervényes a kovetkezd llitas.

3. Segédtétel. TetszGleges (p:T* — V" automata leképezés esetén egy beV akkor és csak akkor lesz
valamely weT -raa @(w) képsz6 valamely betiije, ha van olyan w T, hogy b a p(w ") képszé utolsd
betije.

Bizonyitds. Legyen (p:T* -V tetsz6leges automata leképezés, s tételezziik fel, hogy valamely weT"
esetén a beY betli eléfordul a ¢p(w) képszéban. Ekkor ¢(w) eléall ¢(w)=pbr alakban, ahol p, reV’.
Mivel ¢ hossztart6, wl=lp(w)l. fgy w el6all w=uav alakban, ahol lul=Ipl, acT és Ivi=Irl. Raadasul a
hossztarté tulajdonsag miatt ¢(ua) és pb hossza is sziikségképp megegyezik. Masrészt ¢ kezdGszelet
tartd, azaz @(ua)=pb. Ha tehat beV el6fordul egy képszéban, akkor eléfordul egy (esetleg masik)

képszo utolsé betlijeként is. I

A tovabbiakban olyan q):T* — V' automata leképezésekre szoritkozunk, ahol minden beV el6fordul
legaldbb egy weT' s26 képszavdban. Fenti segédtételiink értelmében ekkor minden beV el§ fog
fordulni legaldbb egy weT  sz6 képszavanak utolsé bettijeként.

Legyenek T és V véges halmazok és legyen (p:T* >V tetszbleges (nem feltétlen véges
allapoti) automata leképezés. Megmutatjuk, hogy ¢ jellemezhet6 nyelvek egy alkalmas rendszerével.
Tetsz6leges beV- re legyen L},={WET*|>>¢)(W)=b}. Mas széval, az L, legyen azoknak a T"- beli w
szavaknak a halmaza, amelyek a ¢ leképezésnél a b- re végz6dd szoba esnek 4t. Tekintsiik az ilyen Ly
nyelvek halmazat: H,={L,lbeV}. H, eleget tesz a kovetkez6 feltételeknek:

(a) Hy, véges sok elembdl all.

(b) Vb, b'€V:b#b '=LpyNLy =.

(¢) Minden nem iires weT - hoz van olyan beV, hogy weL,,.
(d) A A iiressz6 nincs benne egyik Lj- ben sem.

Az (a)-(d) feltételek jelentése az, hogy az Ly(beV) nyelvek a T*\{/l} halmaz egy véges
index{i osztilyozasat alkotjdk. Az (a)-(d) feltételeknek eleget tevé nyelvrendszereket automata
nyelvrendszereknek nevezziik.

28. Tétel. Ha a T és V véges halmazok, akkor minden q):T* — V' automata leképezéshez
hozzarendelhetS a T feletti nyelvalgebra egy H,, automata nyelvrendszere. Megforditva, a véges T
dbécé feletti nyelvalgebra barmely H automata nyelvrendszere a véges V halmaz elemeinek jell€sét6l
eltekintve egyértelmiien meghatdrozza azt a g:T — V" automata leképezést, melyre H,=H.

Bizonyitds. A tétel els6 felét mar belattuk. Masodik felének bizonyitisdhoz legyen H az LAy
nyelvalgebra egy tetszSleges automata nyelvrendszere és legyen H={H|, ..., H,}. Legyen tovabba
V={1, ...,n} éshatdrozzuk meg azta (p:T* — V" automata leképezést, melyre tetszdleges w=a;---axe T*,
ai, ..., ax€T sz6 esetén p(w)=iy--i, ahol aj€H; , ajar€H,,, ..., a;-—axeH;,. Bz a @ leképezés nyilvan
automata leképezés és rd H,=H teljesiil.

A tétel azt fejezi ki, hogy a véges T és V halmazokhoz tartozé (p:T* — V" alakd automata

leképezések a V elemeinek jelolésétdl eltekintve egy-egy értelmli mddon jellemezhet6k nyelvek
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bizonyos rendszerével. Igy valdban eljutottunk az automata leképezések olyan megadasi médjihoz,
mely a kordbban kirétt feltételeinket teljesiti.

Egy A automatdhoz tartozé K4 kanonikus nyelvrendszeren az A automata éltal indukélt leképezéshez
tartozé automata nyelvrendszert értjiik. Képletben: Ky=H,,,. (Itt feltessziik, hogy A inicidlis automata,

7 z

melynek bemend és kimend jelhalmaza véges.) A definiciébdl kozvetleniil adédik:

29. Tétel. Egy véges T és V halmazokkal rendelkezé A=(Q, T, V, qo, d, f) Mealy automata akkor és
sk k

csak akkor indukdlja a ¢:T — V automata leképezést, ha a ¢- hez tartozé automata nyelvrendszer

egybeesik az A- hoz tartozé kanonikus nyelvrendszerrel. I

Ebben a fejezetben eddig végig feltételeztiik, hogy az T és V halmazok végesek. Most tovabb sziikitjiik
vizsgélataink korét és az dllapothalmaz végességét is kikotjiik. Mds szdval, a tovabbiakban csupédn
véges automatdkkal foglalkozunk. Arra vonatkozdan, hogy milyen leképezések indukdlhat6ak véges
automatakkal, érvényes a kovetkezd tétel.

30. Tétel. (Véges Automatak Alaptétele) A véges T és V halmazok esetén egy @:T" — V' automata
leképezés akkor €s csak akkor indukdlhaté véges automatdban, ha a ¢- hez tartozé H, automata
nyelvrendszer minden eleme reguldris nyelv.

Bizonyitds. A sziikségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy T és V véges halmazok, s a (p:T* SV
automata leképezés indukdlhaté a véges A=(Q, T, V, qo, d, /) automatdval. Akkor Gill tétele
szerint van olyan véges A'=(Q', T, V, qo, d', g0 Moore-automata is, mely ugyancsak indukélja
a @ leképezést. Minden beV- re legyen Q',={q'€Q 'lg(q")=b}, azaz legyen Q' az A' automata b
allapotjeld allapotainak halmaza és jelolje L', azt a nyelvet, mely az A"=(Q", T, qo, d") kimend
jel nélkiili automatdban a Q', halmazzal elééllithaté (vagyis a (Q', T, qo, d', Q') dltal elfogadott
nyelv), azaz legyen L'p=Ly 2% Mivel az A véges, az analizisre vonatkozé tétel alkalmazasaval
kapjuk, hogy L', minden beV- re reguldris nyelv. Ezért a sziikségességhez azt kell csupin
megmutatni, hogy ha H,={L,|lb€V}, akkor minden beV-ra Ly=L';. Ez pedig a kovetkez8 szdmoldssal
adodik: weLp&>p(w)=be>ps(w)=be s (W)=b&>g(d(q9, w))=be>d(qo, w)eQ'rowel'y,. Ezzel
a sziikségesség igazolasat befejeztiik.

Az elegend@ség kimutatasahoz tegyiik fel, hogy a véges T és V halmazokra megadott qo:T* -V
automata leképezés H,={L;,, ..., L;,} automata nyelvrendszeréhez létezik olyan A "=(Q, T, qo, d)
inicidlis kimend jel nélkiili automata, amelyben az L;, ..., L;, nyelvek rendre elGallithaték a Q
allapothalmaz Qj, ..., Q,, részhalmazaival. B&vitsiik ki az A "=(Q, T, qo, d) automatat az A=(Q, T,
V, qo, d, g) kimend jellel bir6 Moore-automativa a g jelfiiggvény kovetkezd definicidjdval: Legyen
g(qo) egy tetszOlegesen rogzitett V- beli elem, tovdbba legyen minden geQ;, ie{1, ..., m} mellett
g(q)=b;. Minthogy H,, automata nyelvrendszer, azért a Qy, ..., Q,, pironként diszjunkt halmazok. fgy

g definici6ja egyértelmti. Megmutatjuk, hogy az A Moore-automata indukalja a ¢ leképezést. Ehhez az

7z

el6zGek alapjén elegendd kimutatni, hogy a Ka={R|b;€V} kanonikus nyelvrendszer egybeesik a H,,
automata nyelvrendszerrel. Ez pedig a kdvetkezs szdmoldssal adédik: weR, &> (w)=b;<>>g(d(qo,
w))=b;&>>d(qo, w)EQ;SWELy,.

Ezzel az elegendGség igazolasit is befejeztiik. I
Az analizisre és a szintézisre vonatkozd tétel a most bebizonyitott tétellel egyiitt - konstruktiv

bizonyitdsukat konkrét esetre alkalmazva - algoritmust szolgéltat az analizis és a szintézis eredeti
értelemben vett megoldasara.

5.47. példa - Automata nyelvrendszer
Legyen T={a, b} és az T*\{)L} félcsoportot bontsuk fel a kovetkezd mdédon:
L) legyen az 0sszes, csupa a jelbdl 4116 szavak halmaza,

L, legyen az 0sszes, csupa b jelbdl 4116 szavak halmaza,
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L3 legyen az 0sszes tobbi szavak halmaza.

Ez a nyelvrendszer automata nyelvrendszer, mégpedig minden eleme reguldris nyelv, hiszen nyilvan
L1=aa*, L2=bb*, L3=(aa*b+bb*a)(a+b)*. Vegyiik észre, hogy a véges automatdk szintézisénél targyalt
Gluskov mddszert épp erre a hdrom nyelvre alkalmaztuk, igy az ott kapott 9 dllapotd A automata
jatszhatja az alaptétel elegend8sége bizonyitdsa sordn A "- vel jelolt kimend jel nélkiili automata
szerepét. Ha most ezt az automatdt kimend jellel biré automatidva egészitjiikk ki dgy hogy az
Ly, L, L3 nyelvekhez rendre hozzarendeljiik az u, v, w szimbdlumokat, s a jelfiiggvényt az
alaptétel elegendGsége bizonyitdsanal latott médon definidljuk, akkor az aldbbi Moore-automatahoz
jutunk, mely az L, L,, L3 nyelvrendszerrel megadott leképezést indukalja. Az Aufenkamp-Hohn
algoritmussal meghatdrozhat6 az ezen leképezést indukalé minimaélis (négy dllapotd) automata. Ennek
ismertetését melldzziik.

A tetsz. u % u w w % w w
q0 q1 q2 q3 q4 qs 96 q7 qs
q1 q3 qs q3 q7 q7 qs q7 q7
q2 qa g6 qa qs qs g6 qs qs

*

Eredményeink alapjan algoritmust tudunk konstrudlni annak eldontésére is, hogy két reguldris
kifejezés ekvivalens-e, azaz egy és ugyanazon reguldris nyelv reguldris kifejezéseirdl van-e szo.
Gluskov mdédszerével ugyanis mindkett6hoz meg tudunk szerkeszteni egy-egy inicidlis kimend jel
nélkiili automatét, melyek dllapotaik alkalmas részhalmazaval ezeket a nyelveket felismerik. Vehetjiik
a véges determinisztikus felismerd automatdkat és minimalizdlhatjuk &ket. Ezutdn mar csak azt
kell eldontentink, hogy a kapott két automata allapot-izomorf-e egymdssal gy, hogy egy alkalmas
izomorfizmus a kezd&allapotokat egymashoz rendeli. Véges automatdkra ez nyilvan eldonthets. Ha
igen a valasz, akkor a két reguldris kifejezés ekvivalens, kiilonben nem.

A fentiek alapjadn algoritmus adhaté egy reguldris kifejezéssel megadott reguldris nyelvhez a
legrovidebb vele ekvivalens reguldris kifejezés meghatdrozasahoz is: Végig kell vizsgdlni az 0sszes,
a mi reguldris kifejezésiinknél nem hosszabb olyan reguléris kifejezéseket, melyek Osszes valtozéi
legaldbb egyszer el6fordulnak az adott reguldris kifejezésben. A vizsgdlat sordn ki kell vdlasztani
azokat a reguldris kifejezéseket, melyek ekvivalensek az adott reguldris kifejezéssel, s a legrovidebbet
(vagy ha tobb ilyen van akkor az egyik legrovidebbet) meg kell tartanunk.

Cél lehet egy adott regularis kifejezéshez megtaldlni egy vele ekvivalens olyan regularis kifejezést,
melyben termindlisok a lehet§ legkevesebbszer fordulnak eld. Nyilvan csak azok a reguldris
kifejezések johetnek szamitdsba, melyekben a termindlisok el6forduldsi szama nem nagyobb, mint
az adott reguldris kifejezésben. Ha ez a szam és a zardjel-parok szdma ismert, akkor felsé korlatot
tudunk adni a vizsgalando reguldris kifejezések hosszdra. Nevezetesen, legfeljebb annyi iteracios jelet
tartalmazhat, mint a zardjel-parok szama plusz a termindlisok el6forduldsi szdma. Az 6sszeadésjelek
és a szorzasok szdmanak 6sszege ennél az értéknél kisebb, mert a legelsd el6fordulds elé (ami vagy
egy kezdd zardjel, vagy egy termindlis) nem tesziink miveleti jelet. Beldthat6, hogy a nem elhagyhat6
zardjelparok szdma kisebb mint a termindlisok el6forduldsi szdma. Vagyis ha csupan nem elhagyhat6
zardjeleket tételeziink fel, a minimalis terminalis el6forduldsi szdmu reguldris kifejezés (vagy ha tobb
van akkor ezek egyike) meghatarozhat6.

5.9. Szoprobléma

A reguldris nyelvek esetén a szoprobléma nyagyon hatékonyan megoldhatd. Ha megszerkesztiink egy
az adott nyelvet elfogad6 determinisztikus véges automatét, akkor annak segitségével a sz6t betlinként
elolvasva végig kovetve az automata futdsat (legkés6bb) a sz6 végére érve megkapjuk a vélaszt a
kérdésre: ha végéllapotba jutottunk a sz végén, akkor a sz benne van az adott reguldris nyelvben; ha
nem végéallapotba jutottunk, vagy (parcidlis automata esetén) id6kozben elakadtunk a feldolgozassal,
akkor a keresett sz6 nincs a nyelvben.
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5.10

Tehat a probléma valés id6ben megoldhatd, ahdny betiibdl 4ll az input sz6, annyi 1€pés utdn tudjuk
a vélaszt.

Hasonléan hatékony algoritmus készithet, ha G=(N, T, S, H) erl6s normdlformdji reguldris
nyelvtannal adott a nyelv. Ekkor egy linedris felismerési matrixot készithetiink (a matrix mez&ibe
(cellaiba) a nemtermindlisok részhalmazai fognak keriilni).

Legyen a w elemzendd sz6 hossza n, ekkor egy 1 soros n+1 mez6bdl allé sormatrixot készitiink, a
mezdket 0-t6l n- ig szdmozzuk. Az i- edik mez6 f6lé odairjuk az input sz6 i- edik betdjét, a;- t, a 0.
mezdbe pedig a nyelvtan S mondatszimb6lumat.

Ezutdn a celldkat balrél jobbra haladva toltjik ki: az i- edik (O<i<n) celldba beirunk egy A
nemtermindlist, pontosan akkor ha az (i-1)-edik celldban van olyan B nemterminalis, amelyre B —
a;A€H.

Az n- edik cella kitoltése: akkor irunk egy + jelet a celldba, ha van olyan nemtermindlis B az (n-1)-
edik celldban, melyre B — a,€H. A w sz6 pontosan akor van benne az L(G) generdlt nyelvben, ha
az n- edik celldba + keriilt.

Az ismertetett algoritmus éppen a nemdeterminisztikus iiresszéatmenet nélkiili automata lehetséges
futésait szimuldlja az adott bemend szdra.

Iteracios lemma regularis nyelvekre

A kovetkez$ tétel egy hatékony eszkoz lehet annak megmutatdsira, hogy valamely nyelv nem
reguldris. A tételt iterdcios- vagy pumpalé lemma néven szokds emlegetni.

31. Tétel. Legyen L regularis nyelv. Ekkor létezik az L- hez olyan n konstans, hogy ha z egy n- nél
hosszabb L- beli sz6, akkor alkalmas u, v, w szavakra teljestilnek a kovetkezok: z=uvw, luvl < n, vI>0,

tovabbad tetszSleges nemnegativ i- re uv'weL.

Bizonyitds. Legyen L reguldris, ekkor legyen FA=(Q, T, qo, d, F) minimalis determinisztikus automata
ugy, hogy L(FA)=L. Legyen n=|Ql+1. Ekkor barmely z€L, IzI>n szét is tekintjiik az automata
bemenetének, biztosan van olyan allapot, amelyet FA a szé elfogaddsa sordn legalabb kétszer érint,
sOt az elsé n 1épés alatt is lennie kell ilyen ¢ 4llapotnak. Bontsuk fel z sz6t ennek megfelelGen: legyen
u a z olyan prefixe amely a kezd6allapotbdl (el6szor) g- ba viszi az automatat, v pedig olyan, amely
az automatat g- bol indulva ugyancsak g- ba viszi (masodszor). Ekkor luvl < n fenndll. Mivel a g két
el6forduldsa kozt az automatanak legalabb egy 1épése tortént, azaz legalabb egy input betlit beolvasott
vI>0 is teljestil.

Amennyiben az automata a g dllapotbdl indulva a w sz6t olvassa, elfogadé édllapotba keriil. Ennek
megfeleléen az uw inputot FA elfogadja. Hasonl6an minden uv'w (i>0) alakd sz6t is elfogad, hiszen

u a g allapotba viszi, ahonnan indulva a Vi szavak elolvasdsa utdn ugyancsak ¢ dllapotba jutunk, végiil
innen w egy végallapotba vezet.

A tétel igazolasat ezzel befejeztiik. I
5.48. példa - Iteraciés lemma alkalmazasa

Legyen L={a"'b"lm>0}. Felhaszndlva a reguldris pumpélé lemmat, kimutatjuk, hogy ez a nyelv nem
reguldris. Tegyiik fel hogy az, s jeloljon n egy konstanst, mely mellett L kielégiti a reguldris pumpél6

lemma tulajdonségait. Ilyen n- t viszont nem fogunk taldlni, hiszen az a"b" sz6 minden olyan uvw

n—lvlbn

felbontasara, melyre luvl < n és IvI>0, azt kapjuk, hogy uw=a , azaz uw¢L. (Hasonléan, minden

i>1- re w'w=a"""DVp"e[, ) Ezt az ellentmondast csak az indirekt feltevésiink hamissaga okozhatja,

tehdt L nem reguldris. %

Egyébként a példabeli nyelv a G=({S}, {a, b}, S, {S — aSbh, S — ab}) linedris nyelvtannal generalhatd.
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5.11. Zartsagi tulajdonsagok

A reguldris nyelvek zartak a reguldris miveletekre nézve, ami a reguldris kifejezésekkel val6
megadasukra emlékezve magétol értetddo.

Ezzel szemben, ha csak a reguldris nyelvtanokkal, vagy véges automatdkkal tudnank leirni ezeket a
nyelveket a probléma nem tlinne ilyen egyszer{inek.

A kovetkezd tétel bizonyitdsdban konstrukciét adunk a nyelvmiveletekkel eldallitott nyelvek

7z

nyelvtanokkal torténd eldallitasara.

32. Tétel. A reguldris nyelvek osztilya zart a reguldris miiveletekre nézve, azaz tetsz6leges G=(Ny, T,
S1, Hy) és Go=(Na, T, S», Hy) reguldris nyelvtanokhoz megkonstrudlhaték olyan nyelvtanok amelyek
L(G)UL(Gy), L(G1)L(Gy), illetve (L(G1)) nyelveket generdlnak.

Bizonyitds. A bizonyitas sordn az altalanossag csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy NiNN,=D.

Unio (egyesités). Legyen S olyan 1ij nemterminalis, amely eddig nem szerepelt sem N|- ben, sem pedig
N>-ben. A

G=(N1UNLU{S}, T, So, HHUHLU{S — 81,5 — $})

reguldris nyelvtan ekkor az LUL, nyelvet generdlja. A G, nyelvtanban az S mondatszimb6lumra két
szabdly alkalmazhat6, vagy a G| vagy a G, mondatszimbdélumat vezetjiik be, ezutan viszont Nj és N,
diszjunktsdga miatt csak a valasztott nyelvtan szabdlyai lesznek alkalmazhatéak.

Konkatendcio. Legyen
G=(N\UN,, T, S, HHU{A — vB|A — vBeH|, BEN;}U{A — vS; | A — veH], veT*}).

Vildgos hogy ez a nyelvtan reguldris, masrészt pontosan akkor amikor az elsé nyelvtanban befejez6dne
egy levezetés, az Uj nyelvtanban az elsd nyelvbeli levezetett sz6 utdn megjelenik a méasodik nyelvtan
mondatszimbo6luma a mondatforméban, igy G. az L(G)L(G,)- t generdlja.

Kleene iterdcio (a konkatendcio lezdrdsa). Legyen SNy, tovabbd legyen H' az a szabélyrendszer,
amiben helyettesitjiik a H; minden A — v (AeN|, veT") szabalyat az A — vS szabdllyal. Az igy kapott
H' szabdlyhalmazzal és S- sel képezett

G+=(N1U{S}, T, S, HUH'U{S = A, S — S1})
nyelvtan az (L(Gl))* nyelvet generalja és regularis. Il

A bizonyitdsban haszndlt konstrukcidk, illetve az alapnyelveket generdld egyszeri reguldris
nyelvtanok (pl. ({S}, {a, b, c}, S, {S — a})) segitségével barmily regularis kifejezéshez legyarthatjuk
azt a reguldris nyelvtant, amely a kifejezéssel leirt nyelvet generalja.

A tovédbbiakban halmazmiveletekre vald zéartsdgot fogunk bizonyitani determinisztikus elfogadd
automatat felhaszndlva.

33. Tétel. A regularis nyelvek halmaza zart a metszet miiveletre.

Bizonyitds. Legyen adott két reguldris nyelv az Sket elfogadd determinisztikus automatdkkal: FA=(Q,
T,q0,d,F)ésFA'=(Q',T,q'o,d', F ") ekkor megkonstrudljuk azt az automatét, amely az L(FA)NL(FA")
nyelvet fogadja el: legyen

FAn=(0xQ", T, (g0, 4'0), dn, FXF"),
ahol dn((q, ¢ ), @)=(d(g, a), d'(¢', a)) minden g€Q, q'cQ "', acT esetén.

Az automata allapotparokkal dolgozik, a par els6 tagja FA- t, a masodik tagja FA '- t szimuldlja,
elfogadni pontosan akkor fog, ha mindkét szimulalt automata egyszerre fogadna el. il

34. Tétel. A regularis nyelvek halmaza zart a komplementerképzés miveletre.
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Bizonyitds. Legyen adott a reguldris nyelv a teljesen definidlt determinisztikus elfogadé automataval,
FA=(Q, T, qqo, d, F)- el. Ekkor egy weT" szét az automata pontosan akkor fogad el, ha d*(qo, w)EF.
Legyen tehat FA.=(Q, T, qo, d, O\F), ekkor minden széra pontosan ugyanaz a futds lesz, ami az eredeti
FA automatéban, azzal a kiilonbséggel, hogy éppen akkor fog a futds végén az dj automata elfogadni,
amikor a régi nem fogadott el, és forditva. I

5.49. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 1. feladat

Adjuk meg az L=a"buUb'a reguldris kifejezéssel
megadott nyelvet generdl6 reguldris nyelvtant!
Megoldas:

(I.) A feladat megoldasahoz els6 1épésben vezessiink be minden termindlis bet(ihoz
egy reguldris nyelvtant, mely kizdrdlag az adott termindlist generdlja.

Jelen esetben a kiindul6 nyelvtanok a kovetkezok:
G,=({A},{a,b},A,{A — a}),
Gy=({B}.{a,b},B{B — b}).

(II.) Ezek utan a kifejezésben beliilrdl kifelé haladva épitjiik fel a nyelvtant a kvetkez8képpen:
1. Adott G=(N,T,S,H) nyelvtan esetén az LG)" nyelvet generdl6 nyelvtant megkaphatjuk,

ha az 6sszes A — p alakd szabdly mellé - ahol pe T*#, - bevezetjiik az A — pS alaki szabdlyt is,
valamint bevezetjiik az S, 4j mondatszimbdélumot és az S, — A, S, — S szabdlyokat.

Jelen esetben:
G, =({A,S},{a,b},S,{A - aA— aA, S — 1S — A}),
G,=({B,S},{a,b},S,{B— b,B— bB, S — 1S — B}).

2. Adott G1=(N,T,S,H) és Gp=(N',T,S,,H") nyelvtanok esetén - ahol N N N'=J az
L(G)=L(G)L(G») konkatendlt nyelvet generdl6 nyelvtan el6éllitdsdhoz

els6 1épésben az 6sszes H-beli A — p szabdlyt - ahol p € T -azA — pS, szabdlyra cseréljik.
Az igy kapott szabdlyhalmazt jeloljiik H "-vel. Ezek utdin G=(NU N, T,S,H"U H").

Jelen esetben:
G.»=({A,S,B},{a,b},5,{A - aBA— aA,S— B,S— AB— b}),
Gp'.=({B,S,A},{b,a},S,{B— bAB— bB,S— AS— BA— a}).

3. Adott G|=(N,T,S,H) és G,=(N',T,5,,H") nyelvtanok esetén - ahol
NNN'=D
- az L(G)=L(G)VU L(G,) nyelvet generdl6 nyelvtan eldallitdsdhoz
aG=(NUNU {S3}, T, S5, HU H'U {S3 > S, S3 — $»}) nyelvtan megfeleld lesz,
ahol S3 nem eleme az N, N, T halmazok egyikének sem.
Jelen esetben a 2. pontban megadott G,*, €s Gp*, nyelvtanok esetén nem teljesiil az a feltétel,
miszerint a nemtermindlisok halmazai diszjunktak, ezért az egyik nyelvtanban el6szor at kell
jelolni a nemtermindlisokat.
Legyen példaul
G'p=({C,S»,D},{a,b},$,{C - aD,C— aC, S, —» D,S, —» CD — b})!

Természetesen a nemtermindlisok dtjelolése nem befolydsolja a generdlt nyelvet, azaz
L(G'a*p)=L(Ga'p)-

Ezek utdn mar meg tudjuk adni a

Gopup'a=({C,S2,D,B,S,A,S3},{a,b},S3, {C— aD, C— aC, S, —» D, S, = C,D— b, B— DA,
B— bB,S— A, S— B, A— a, S35, 53— S})

reguldris nyelvtant, mely pontosan az L nyelvet generdlja. %
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5.50. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 2. feladat

Adjuk meg az L=(aUb)" reguldris kifejezéssel megadott nyelvet generdld reguldris nyelvtant!

Megoldas:

@)

Ga=({A},{a,b},A,{A — a}),
Gp=({B},{a,b},B,{B — b}),

(IL)
L. Gaub:({A,B,S},{a,b},S, {A —a, B — b)S - A;S Il B}),
2. Gaupy=({A,B,S,5:},{a,b},52,{A - a,A—aS,B—b,B—>bS,S—> A S—B, S5 —1 85—} %

5.51. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 3. feladat

Adjuk meg az L=ab'c reguldris kifejezéssel megadott nyelvet generdld reguldris nyelvtant!

Megoldas:

(™)

Go=({A}{a,b,c},A{A — a}),

Gpy=({B},{a,b,c},B,{B — b}),

Ge=({Ch{a,b,c},C{C — c}).

L)

1. Gy*=({B,S},{a,b,c},5,{B — b, B— bB, S — A, S — B})

2. Gyp=({A,B,S},{a,b,c},A,{A - aS,B— b, B— bB, S — 4, S — B})

3. Gu.=({A,B,S,C},{a,b,c},A{A - aS,B— bC,B—bB,S— C,S— B, C—c}). %

5.52. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 4. feladat

Adjuk meg az L=(ab")" reguldris kifejezéssel megadott nyelvet generdl reguldris nyelvtant!

Megoldas:

(L)

G.,=({A},{a,b},A,{A — a}),
Gy=({B},{a,b},B,{B — b}).

I1.)

1. G,=({B,S},{a,b},S,{B — b, B— bB, S - 1, S — B}),

2. Gy*=({A,B,S},{a,b},A,{A — aS, B— b, B— bB, S — A, S — B}),

3. Gwy=({A,B,S,52},{a,b},52,{A — aS, B— b, B—> bA, B— bB, S — A,
S—>A S—>B S>> 4 5 - A}). %
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5.53. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 5. feladat

Adjuk meg az L=a"bUb" reguldris kifejezéssel megadott nyelvet generdld reguldris nyelvtant!

Megoldas:

@)
Go=({A}.{a,b},A{A — a}),
Gp=({B},{a,b},B,{B - b}).

arn)

1. G*=({A,S},{a,b},5,{A - a, A —aA, S — A S — A}),

2.G,=(A,S,B},{a,b},S,{A - aB,A — aA, S - B, S - A, B — b}),

3. Gy=({B,S},{a,b},S,{B— b, B— bB, S — A, S — B}),

4. Gy=({D,Z},{a,b},Z{D — b, D — bD, Z — A, Z — D}),

5. Gspur'=({A,S,B,D,Z,5,},{a,b},5,,{A - aB,A - aA,S—- B,S— A, B— b, D— b, D — bD,
Z—>MZ—->D, S-S 8 —>Z}) %

5.54. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 6. feladat

Adjuk meg az L=a"Ub"uc” reguldris kifejezéssel megadott nyelvet generdld reguldris nyelvtant!

Megoldas:

(L)

G,=({A},{a,b,c},A,{A — a}),

Gp=({B},{a,b,c},B,{B — b}),

G=({C}{ab,c},C{C — c}).

(IL.)

1. G,=({A, S}, {a,b,c},5,{A > a, A > dA, S > A,S — A}),

2. Gy=({B,S},{a,b,c},S,{B— b, B— bB, S — A, S — B)),

3. G''=({A,S2},{a,b,c},5,{A = a, A > aA, S, — 4, S, — A}),

4. Ggup'=({A,85,B,8,53},{a,b,c},S3,{A - a, A —>aA, Sy = A, S > A B—b B—bB S— A,
§— B, S3— 8, 85— S5},

5.G.=({C,S},{a,b,c},5,{C—c, C—cC,S— 1 S— C}),

6. G'+=({C,S4},{a,b,c},54,{C = ¢, C = cC, S4 = A, S4 — C}),

7. Gup'ue=({A,82,B,S,53,C,84,55},{a,b,c},55,{A = a,A - aA, S, > 4, S, - A, B— b, B— bB,
S—>AS—>BS3—8,85—S C—c, C—cC Sy— A Sy — CS;5— 853, 55— S4}). %
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5.12

5.55. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 7. feladat

Adjuk meg az L=(abUc) “(ba)” reguléris kifejezéssel megadott nyelvet generdl6 reguléris nyelvtant!

Megoldas:

(™)

G,=({A},{a,b,c},A,{A — a}),

Gpy=({B},{a,b,c},B,{B — b}),

G=({C}{ab,c},C{C — c}).

(IL.)

1. Gyp=({A,B},{a,b,c},A,{A — aB, B — b}),

2. Gpa=({B,A},{a,b,c},B,{B — bA, A — a}),

3. Ggu~=({A,B,C,S},{a,b,c},S{A > aB,B—>b,C—>c¢,S—>A S— C})

4. G(abuc)*z({A,B,C,S,SQ},{Cl,b,C},SZ, {A — ClB, B — b, B — bS, C - c, C - CS, S _)A, S - C’
Sy — A, 8 — S5},

5. Gpay=({BA,S}.{a,b,c},S{B — bA,A—a, A—aB, S — 1, §— B}),

6. G'way=({D,C,Z},{a,b,c},Z{D — bC, C — a, C — aD, Z— A, Z— D}),

7. Gabuey way={A,B,C,8,52,D,C,Z},{a,b,c},S5, {A = aB, B— bZ, B — bS, C— cZ C — ¢S,
S—>AS—>C $—->2S—-SD—->bC,C—aC—aD,Z— A Z— D}). %

5.56. példa - Regularis nyelvtan megadasa regularis kifejezéshez 8. feladat
Adjuk meg az L=(a"ba"Vaa)" reguldris kifejezéssel megadott nyelvet generald reguldris nyelvtant!

Megoldas:

@)

Gu:({A}) {d,b},A, {A — Cl}),
Gb:({B}) {d,b},B, {B — b})

(IL)

1. G,=({A,S},{a,b},5,{A - a,A - aA, S - 1,§ = A}),

2. G, p=({A,S,B},{a,b},S,{A — aB,A — aA, S — B,S — A,B — b}),

3.G'=({C,Z},{a,b},Z,{C — a,C - aC, Z — A,Z — C}),

4. Gpa=({A,S,B,C,Z},{a,b},S,{A — aB, r;aA,S — B,S - A,B — bZ,
C—aC—aC Z— A Z— C}),

5.G',=({E},{a,b},E,{E — a}),

6. Gu=({AE},{a,b},A,{A — aE,E — a}),

7.G'w=(F,E},{a,b},F,{F — aE,E — a}),

8. G pa*vaa=({A,S,B,C,Z,F,E,S>},{a,b},52,{A — aB, A - aA,S - B,S - A, B—> bZ, C — a,C — aC,
Z—>MZ— C F—aEE— a8, — S, S, — F}),

9. Gu'ba'uay={A, S, B, C, Z, F, E, S5, $3},{a,b}, S3, {A - aB, A —-aA, S— B, S— A B — bZ
C—-aSy, C—aC Z— S, Z—>C F—aE, E— aS,5 — S, 5 —F, S3 -1, 53— 5}). %

Irodalmi megjegyzések

A reguldris kifejezéseket [Kleene 1956]-ban vezette be és bizonyitotta ekvivalencidjukat a véges
elfogaddé automatdkkal. A reguldris miiveletekre valé zartsdgi tulajdonsdgok bizonyitdsa ugyancsak
itt jelent meg. A pumpdlé lemma a [Bar-Hillel et al. 1961]-ben ko6zolt eredmény specidlis esete.
A széprobléma megolddsa megtaldlhaté [Moore 1956]-ban. A minimdlis automata el6éllitdsdra az
els6 algoritmus [Huffman 1954]-ben jelent meg. Habér a reguldris nyelvek elmélete és alkalmazdsa
(pl. Unix opericids rendszereknél) is nagy multra tekint vissza, a témakor ma is aktiv kutatdsi
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teriilet. A reguldris kifejezések unié-normdlformdja [Nagy 2004] munkdban keriilt bevezetésre,
néhany ezzel kapcsolatos eredmény [Nagy 2010d]-ben is taldlhaté; [Afonin, Golomazov 2009]-
ben bizonyitottdk, hogy a reguldris nyelvek uniébonyolultsigdnak meghatdrozdsa, mint feladat
megoldhat6. Az uniémentes nyelvek és specidlis véges automatdk kapcsolatdt a [Nagy 2006a] cikk
targyalja.
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6. fejezet - Linearis nyelvek

A Chomsky-féle nyelvcsalddok kozt a 3. (reguldris) és a 2. (kornyezetfiiggetlen) kozott elhelyezkedd
nyelvcsalad. Definicid szerint egy nyelvtan akkor linedris, ha kornyezetfiiggetlen és minden szabaly
jobb oldaldn maximum egy nemtermindlis 4ll.

6.1. példa - A kétbetiis abécé feletti palindromak (vagy tiikorszavak) nyelvét
generalo linearis nyelvtan

Palindromdk (olyan szavak amelyek visszafele olvasva megegyeznek sajat magukkal) nyelve a
kovetkez§ linedris nyelvtannal generdlé: ({S}, {a, b}, S, {S— 1,5 —>a,S —> b, S — aSa, S — bSb}). %

6.2. példa - 0"1" nyelv - Gyakorlé feladat

Generdljuk az {0"1"} nyelvet linedris nyelvtannal. %

A levezetéseket fagrafokkal reprezentdlhatjuk itt is, hasonl6éan a regularis nyelveknél latott fakhoz,
azzal a kiilonbséggel, hogy a f64g (a nemterminalisok dga) mellett mindkét oldalon vezethetiink
be termindlis szimbdlumokat egy éltalanos linedris nyelvtan esetén. A kovetkez$ abran egy ilyen
levezetési fa talalhato.

S
/\
a A

Y\
g a

Y\
b B
/\
S
/ N\
b B
/N
S b

{

a

b

6.1. Normalforma

10. Definici6. Egy linedris nyelvtant gyenge normélformdjinak mondunk, ha minden szabélyéra a
kovetkezd alakok egyike teljesiil A —» aB,A — Ba,A — a,A — B,A — A (a€T;A, BEN). %

35. Tétel. Minden linedris nyelv generdlhaté gyenge normalformdji nyelvtannal.

Bizonyitds. Hasonl6an a reguldris nyelvtanok esetéhez, itt is dj nemtermindlisok bevezetése
segitségével helyettesitjiik a hosszabb szabdlyokat rovidebbekkel. A — A alakdak kikiiszobolhetSek
az liressz6 lemma alapjan, A — B alakuak is kikiiszobolhetéek a reguldris normalalakndl ismertetett
moédon.

Az igy kapott, csak A — aB, A — Ba, A — a alaki szabdlyokat tartalmaz6 linedris nyelvtanokat, erés
normélforméjtinak nevezziik (itt minden 1épésben pontosan egy termindlis keriil levezetésre).

36. Tétel. Minden linedris nyelvtanhoz van vele ekvivalens (a generdlt nyelv legfeljebb az iires-sz6ban
kiilonbozik), amely erds normélform4ju.
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A fenti, levezetési fat dbrdzold dbran a palindromdk nyelvét generdlé erds normalformaban levd
nyelvtanban példa levezetésként az abbabba sz6t vezettiik le.

6.3. példa - Eroés linearis normalalak 1. példa

Adjunk meg a G=({S,A,B},{a,b},S,H)
H={ S — ababA, A — Bbba, B — aaSbab, B— b, A — abba, A - B, B — S }

nyelvtannal ekvivalens er8s linearis normélalaku nyelvtant!

Megoldas:

@)

Els6 1épésben megadunk egy G| nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és nem szerepelnek benne

Y=y yn
Y—=yy...Y

Y — Y1y, ...yu, n 2 3 alakad szabdlyok.
A H szabalyhalmaz ilyen alaki szabdlyait helyettesitjiik 4j szabalyokkal, a tobbi szabalyt
pedig valtoztatas nélkiil dtvessziik a H| szabalyhalmazba.

Minden Y — yy; ...y,, n 2 3 alakd szabalyhoz

vezessiink be Z,2,, ...,Z,_ j

nemtermindlisokat, ahol Z; szerepe az, hogy beldle vezetjiik le az y;, ...y, sz6t! Ezek
utan az osszes Y — y1y» ...y, n = 3 alakud

szabdlyt helyettesitsiik a kovetkezd szabalyokkal:

Y- yZ,
Zy = y2Z,

Zn—2 =l yn—lZn—l:
Zn-l - Yn-

Minden Y — y;y; ...Y,,, n 2 3 alakd szabélyhoz

vezessiink be Z,2,, ...,Z,.» 1j

nemterminélisokat, ahol Z; szerepe az, hogy bel6le vezetjiik le az y;, ...Y; szot! Ezek
utdn az 6sszes Y — y1y; ...Y,, n = 3 alaki

szabdlyt helyettesitsiik a kovetkezd szabalyokkal:

Y-y,
Z1 = yaZ,

Zn-3 d yn-ZZn-Z;
Zn»2 — Yn-1 Yn-

Minden Y — Y|y, ...y, 1 2 3 alakd szabélyhoz
vezessiink be Z,2,, ...,Z,.» j
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nemtermindlisokat, ahol Z; szerepe az, hogy bel6le vezetjiik le az Y|y, ...y,.; sz6t!
Tehat az 6sszes Y — Yy, ...y, n 2 3 alaki
szabdlyt helyettesitsiik a kovetkezd szabalyokkal:

Y- Zl)’n,
Zy = Loyp-1s

Zy3 = Zp2ys,
Zyo = Yiyo.

Jelen esetben:

G1=({S,A,B,Z\,2>,73,24,75, 26, 77,73 },{a,b},S,H}).

H\={S— aZ4, Z4 — bZs5, Zs — aZs, Zg — bA, A — Zza, Z7 — Zgb, Zg — Bb, B — aaSbab,
Bﬁb,Aﬁazl,Z] —)bZz,Zz—)bZ3,Z3ﬁa,AﬁB,B—)S}

(I1.)Mésodik Iépésben megadunk egy G, nyelvtant, ami

ekvivalens a G| nyelvtannal és linedris normadlalakd.

A G nyelvtanbdl indulunk ki. A H szabalyhalmaz

Y = y1y2 it Ykt oY 123

alaku szabdlyait helyettesitjiik dj szabalyokkal, a tobbi szabalyt pedig
valtoztatds nélkiil tvessziik a H, szabdlyhalmazba.

Minden Y — y1y2 ...y 1 ViVt -+ Yns B2 3

alakud szabdlyhoz vezessiink be Z;,7, ...,Z,_1 Gj nemtermindlisokat!
Ezek utdn az 6sszes Y — vy ... Vi1 YiVia1 -V 12 3

alaku szabdlyt helyettesitsiik a kovetkezd szabalyokkal:

Y- yZ,

Z1 = yoZy,

Zy2 = Yi1Zi1,
Zi1 = Ziyns
Zik = Zis1Yn-1,

Zno = ZypaYis
Zn1 = YiYke1-

Jelen esetben:

Gr=({S,A,B,Z1,25,23, 74,75, 26, 27,78, Z9,210,Z11,Z12},{a,b}, S, H>).

H2={ S — aZ4, Z4 i sz, Z5 g aZG, Z6 il bA, A—- Z7a, Z7 il Zgb, Zg — Bb, B— aZ<;, Zg — aZlo,
Z10— Z11b, Zy1 — Z12a, Z12 = Sb, B— b, A — aZ\, Zy —» bZy, Zp - bZ3, Z3 > a,A—> B, B— S}

(II1.) Harmadik 1épésben megadjuk az eredeti nyelvtannal ekvivalens G’ erds linedris norméalalakd nyelvtant.
Ehhez két 1épésre van sziikség. Els6 1épésben meghatarozunk egy U(Z) halmazt minden
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olyan Z nemtermindlishoz, mely levezethetd legaldbb egy masik nemtermindlisb6l a G, nyelvtanban és
szerepel olyan H; halmazban 1év6 szabdly bal oldalén,

amelynek jobb oldaldn egy termindlis vagy pedig egy termindlis és egy nemtermindlis bet 4ll.

Az U(Z) halmaz tartalmazni fogja az 6sszes olyan nemterminalist,

melybdl egy vagy tobb 1épésben levezethetd a Z betd.

Jelen esetben:

UB)={ALU®S)={BA}.

Maisodik 1épésben a H' szabdlyhalmazba atvessziik a H, szabdlyhalmaz

mindazon szabdlyait, melyek jobb oldaldn egy termindlis betli vagy pedig egy
termindlis és egy nemtermindlis taldlhatd, majd hozzdvessziik mindazon szabdlyokat,
melyeket ugy kapunk, hogy a mar atvett szabalyok bal oldaldn szerepl6 betfit

a hozza tartozé U halmaz elemeivel helyettesitjiik.

Formalisan:

H'=(HU{W — plZ — pe Hy,,We U(Z)})\{X — YIX,YeN}.

Jelen esetben:

G'=({SA,BZ,25,2524,Z5 26,727,283, 29, 210,211,212}, {a,b}, S, H").

H'={ S — aZ4, B— aZ4, A— aZ4, Z4 il bZS, Z5 d aZ6, Z6 il bA, A— Z7a, Z7 i Zgb, Zg il Bb, B — aZg,
A = aZy, Zg — aZyg, Z10 — Z11b, Z11 = Z12a, Z12 = Sb, B> b, A = b, A = aZ,, Z1 — bZy, Z» — bZ3,
Z3—a} %

6.4. példa - Erés linearis normalalak 2. feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{x,y,z},S,H)
H={ S — Bxxx, B— xyAyx, A > B,A— S5, A—z}

nyelvtannal ekvivalens er6s linedris normélalaku nyelvtant!

Megoldas:

(L)

G1=({S,A,B,Z1,2,},{x,y,z},S,H)).

H\={S—> Zx, Zy - Z>x, Zy —» Bx, B— xyAyx, A> B,A—> S§,A -z}

(I.)

GZ:({S’ArB:Zl’ZZ’Z3rZ4)Z5}’{x’y)z};S:H2)'

Hy={S - Z\x, Z1 = Zox, Zo = Bx, B = xZ3, Z3 = yZ4, Z4 — Z5x, Zs - Ay, A > B, A —> S, A — 7}
(II1.)

UB)={A}LUS)={A}.

G':({S,A,B,ZI,ZZ,Z3,Z4,Z5},{x,y,z},S,H').

H={S—> ZixA > Z\x,Zy - Zpx, Zy > Bx, B> xZ3, A > xZ3, Z3 = yZ4, Z4 — Zsx, Z5s > Ay, A > 2 } Xk

6.5. példa - Erés linearis normalalak 3. feladat
Adjunk meg a G=({S,A},{x,y,z},S,H)
H={S—>xSx, S>A A—->yAy, A—>z}

nyelvtannal ekvivalens er6s linedris normalalaki nyelvtant!

Megoldas:
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(™)
Mivel a G nyelvtanban nincsenek ¥ = y1y2 ... v, Y=y ... Y Y= Yiyo oy, n 23
alaku szabdlyok, ezért G|=G.

L)

G2=({S’A;Zl,22},{x,y,Z};S’HZ)-

Hy={S—>xZ,Z, > Sx, S > A A—>yZ), Z) > Ay, A —> 7 }

(IIL.)

UA)={Ss}.

G'=({SA,B,Z\,2,},{x,y,z},S, H").

H={S—>xZ,,Z, > Sx, A—>yZ),S > yZp, 2, > Ay,A > 7, S—> 2z} %

6.6. példa - Erdés linearis normalalak 4. feladat

Adjunk meg a G=({S,X,Y},{x,y,z},S,.H)
H={S—-> Xxx, S>> ywY,S—> 22z X—> x5, V> 85),X->§5 Y-S}

nyelvtannal ekvivalens er6s linedris normélalaku nyelvtant!

Megoldas:

(™)
G=({S,X.Y,Z,,2,,73,Z4},{x,y,2},S,Hy).
Hi={S—>Zix, Z1 > Xx, S > Y72y, 2, > yY,S =5 223, 23 > 724, 24 > 7 X > x5, Y > 5y, X = S5, Y = S }

(IL.) Mivel a G| nyelvtanban nincs ¥ — y1y; ... Yk-1YiVka1 --- Yn» 7 2 3 alaki szabdly, ezért G,=G;.

(I1L.)

US)={X,Y}.

G'=({SA B Z,,2,,2324},{x,y,2},S.H).

H={S—>ZixX > ZixY > Z1x, ZI 5 Xx, S > YL, X = yZ), Y = yZp, Zy = yY, S = 773,
X =723, Y > 223,73 > 224 24 > 5, X = x5, Y = Sy } *

6.7. példa - Erés linearis normalalak 5. feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{x,y},S,H)
H={ S — yyAxx, A - xxB, B — Syy, § = xxyy }

nyelvtannal ekvivalens er8s linedris normdalalaku nyelvtant!

Megoldas:

(L)

Gl=({S,A,B,Z1,Z2,23,Z4,Z5},{x,y},S,H1).

Hi={S > yyAxx, A > xZ\,Zy - xB, B—> 75y, Zy = Sy, S > xZ3 S = xZ4 S > yZ5Z5 = y }

(IL)

Gy=({S,A,B,Z1,2,, 25,24, 25, 26, 27,23}, {x,y,2},S,H2).

Hy={ S — yZ¢, Z¢ — y,Z7 Z7 — Zgx, Zg — Ax, A — xZ1, Z1 = xB, B — Zpy, Zp = Sy, S = x7Z3, § — xZ4,
S—yZs, Zs >y }
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(IIL.)
Mivel a G, nyelvtan mar erSs linedris normalalaku, ezért G'=G,. %

6.8. példa - Erdés linearis normalalak 6. feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{x,y},S.H)
H={S—>Bx, B—>yA,S—>A,A—>S§ S—>z}
nyelvtannal ekvivalens er6s linedris normélalaku nyelvtant!

Megoldas:

(I)
Mivel a G nyelvtanban nincsenek ¥ — yy, ..y, Y = yiy2 .Y, Y = Yiyy .y, n 23
alaku szabdlyok, ezért G1=G.

L)
Mivel a G| nyelvtanban nincs Y — y{ys ...yi1 Yiyre1 ---Vn, 7 2 3 alaku szabaly, ezért G,=Gj.

(I1L.)

US)={A}.

G'=({S.A.B},{xy,z}.S.H").

H={S—>Bx,A—-Bx, B—>yA,S—>73A—->z}%

6.9. példa - Erés linearis normalalak 7. feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{0,1,+},5,H)
H={S—-150,S—A, S—-B A—-0AlLA—-B B—>+B—S}

nyelvtannal ekvivalens er8s linedris normdlalaku nyelvtant!

Megoldas:

(L)
Mivel a G nyelvtanban nincsenek ¥ — yy2 ..y, Y = yiy2 .Y, Y = Yy ..y, n 23
alakud szabalyok, ezért G1=G.

(IL)
G1=({S,A,B,Z1,Z2},{0,1,+},S,H1)
H={S—>172,7Z,-50,S—> A S—-B A—>0Z,,72,—>Al,A—->B B—+ B—>S}

(IIL.)

UA)={S,B},UB)={S,A},U(S)={B,A}.

G'=({S,A,B,Z,,2,},{0,1,+},S,H").

H={S—> 1Z,B— 1Z,A - 12, Z; - S0, A - 0Z,,§ - 0Z,,B - 02, Z, - Al,B—> +,S > +,A > + } %
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Most egy pillanatra 1épjiink vissza: a reguldris nyelvek specidlis linedris nyelvek, amelyek
generdlhatdk olyan linedris nyelvtannal, hogy minden A — uBv alaki szabalydban v=A (azaz a nyelvtan
jobb-linedris). Itt jegyezziik meg, hogy a szakirodalomban el&fordulé jobb-linedris nyelvtan mellett
el6fordul a bal-linedris kifejezés is (ez megfelel a mi reguléris nyelvtan definiciénk szimmetrikus
alakjanak): ha a szabdlyok alakja csak A — v és A — Bv lehet, ahol A, BeN, veT" . Erdekes kérdés
hogy milyen a bal-linedris nyelvek és a reguldris (vagyis jobb-linedris) nyelvek viszonya.

37. Tétel. A bal-linedris nyelvtanokkal generalt nyelvek osztilya egybeesik a reguldris nyelvek
osztalyaval.

Bizonyitds. Legyen G=(N, T, S, H) bal-linedris nyelvtan, legyen N={S, A, As, ..., A,;}. Az dltaldnossag
csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy S nem szerepel egyetlen szabaly jobb oldaldn sem. Szerkessziik
megaG'=(N',T,S', H'") nyelvtant gy, hogy N'={S ', By, ..., B,} és a H - beli szabalyok a kovetkezbk:
-S'">veH',haS — veH és veT*,

-S'—> vByeH ', ha A — veH és veT*,

- B; — vByeH ', ha Ay — AjveH és veT',

- B;— veH ', ha S — AjveH és veT .

Az 1igy kapott G' nyelvtan nyilvdn reguldris, és beldthaté, hogy L(G)=L(G'): Legyen
weL(G). Ha S — weH, akkor S' — weH' Ha pedig létezik egy S=A;vi=Anvi=...
A m-1Vm-1-- -VI=>ViVi-1...v1 alakid levezetés G- ben, ahol vy, vy, ..., vmeT*, akkor G '- ben ezzel

analég médon megadhatd egy S=v,,Bi m-1=2ViVm-1Bi, m2=...=Vm.. . VaBi 1=V;Vp-1...v2v1 alakd
levezetés, tehat weL(G ). Megforditva ugyanigy belathatd, hogy L(G YCL(G). I

Forditott konstrukciéval pedig éppen az bizonyithaté, hogy minden reguldris nyelv generdlhat
bal-linedris mddon is. (Ez egyébként automatanyelven megfelel annak, mintha egy végallapotbdl

27z

visszafelé haladva fogadnank el a sz6t olyan médon, hogy végiil a kezd6allapotba érkezziink.)

Itt jegyezziik meg az el6z tétel és konstrukcidk egy azonnali kovetkezményét:

A reguldris nyelvek halmaza zart a tiikrozésre nézve, ahol egy w=aja;...a, sz6 tikorképén a
w'1=a,,...a2a1 szot értjik (ay, ap, ..., a,€T). Egy L nyelv tiikorképén pedig az L_1={lelveL, w=y! }
nyelvet.

6.2. 2-feju (veges allapotu) automata

11. Definicié. A rendezett (Q, T, qq, d, F) 6tost kétfejl véges automatanak hivjuk, ha (a hagyomanyos
véges automatakhoz hasonléan)

Q: nemiires véges halmaz: dllapotok halmaza,

T: szalagdbécé,

qo€Q kezdbillapot,

FCQ vég- (vagy elfogadd)illapotok halmaza,

d:Ox(TU{AH)x(TU{A}) — 29 leképezés az allapotdtmenet-fliggvény. %

A konfigurdcidk halmaza: a még feldolgozand6 input és az dllapot (i, ) ahol uel”, q<0,

kezdeti konfiguracid: (w, go) ahol w az inputszé (feldolgozandé input).
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A konfigurdcidk az allapotatmenet-fiiggvénynek megfeleléen valtozhatnak az automata szamitdsi
1épései alapjan: (aub, q)F(u, g ") ha q 'ed(q, a, b), ahol a, beTU{A}.

F jelolje a F reldcié tranzitiv és reflexiv lezartjat. Akkor mondjuk, hogy egy 2-fejii automata elfogad
egy w input szét, ha (w, qo)k*(l, q) valamely geF allapotra. Egy automata dltal elfogadott szavak
halmaza jelenti az automata éltal elfogadott/felismert nyelvet.

(a,0)
(a,b)

Az 4bréan 14that6 automata az L={a"b" | n>0} nyelvet fogadja el.
Az automata miikodés kozben:

a"b" elfogadasa
alalalalb|bb]b)

Pl
II q'..f l|
)
A kétfejli automata az L = {a"b" | n = O} nyelv szavait fogadja el

A=({go. qv} {2 b} 0.8 {gv }].

d{go, 3. B) = qu,
i gw, 3. b) = gu.

Ha az dllapotatmenet-fiiggvény alakja d:((Q1xTx{A})U(Qxx{A}xT)) — Q, ahol Q=01UQ», Q1 és O»
diszjunktak, akkor determinisztikus 2-fejii automatdrol beszéliink.

Tovabbi példak kétfejli automatdk miikodésére:

a"b"" elfogadasa

a a b blb|b|b| b

Pl

(Yo )

S
A kétfejli automata az L= [a"6" | n = 0} nyelv szavait fogadia
el

A= ({go.q1. 2} {2 B} qo. 8. {qo}).

d{go. A, B) = qu.,
dlg. A B) = ga.
d(ga. a,b) = go.
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Tukorszavak elfogadasa

2 blcid|d|c|ba
1  E— T
1
.'fq "l
1
]
S
A kétfeji automata a tikérszavakat fogadja el

A={{qo}.{a,b.c.d}. qo. 4, {qu}].

(g, a,3) = ga.
i gp. b, b) = @,
& go. €, €] = o,

38. Tétel. A nemdeterminisztikus 2-fejli automatak dltal elfogadott nyelvek osztilya megegyezik a
linedris nyelvek osztalyaval.

Bizonyitds. Konstruktiv mindkét irdnyban. Legyen adva egy (N, T, S, H) linedris nyelvtan
normélformédban. Ekkor megkonstrudljuk azt a 2-feji automatat, amely a megadott nyelvtan 4ltal
generdlt nyelvet fogadja el:

a (0, T, qo, d, F) elemeit adjuk meg a kdvetkezé mdédon:

0=NU{qy}, ahol g#N ;

T a termindlis 4bécé megegyezik az automata inputdbécéjével;

q0=5;

F={qs} ;

d pedig a kovetkez6képpen van definidlva a H szabalyhalmaz alapjan:

A€d(B, a, b), ha B — aAbeH(A, BEN;a, beTU{1}),

qed(A, a, 1), ha A — a€H(AEN;acTU{A}).

Konnyen belathat6 1épésenkénti indukcidval, hogy a nyelvtan minden egyes termindlé levezetésének
pontosan egy elfogad¢ 1t fog megfelelni az automatdban, és mas elfogadé it nem lesz. Legyen most
adva egy (Q, T, qq, d, F) 2-fejli automata, amihez megkonstrudljuk azt a nyelvtant, ami az automata
altal elfogadott nyelvet fogja generdlni. Az éltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy Q és T
halmazok diszjunktak (ha ez nem teljesiil, a Q halmaz elemeinek atnevezésével ez elérhets). Legyen
ez alapjan az (N, T, S, H) nyelvtan definidlva a kovetkez6képpen:

N=0Q;

T a termindlis dbécé megegyezik az automata inputdbécéjével;

S=qo;

a H halmaz elemeit pedig a kovetkez6képpen definialjuk:

legyen A — aBbeH, ha Bed(A, a, b) (A, BeQ;a, beTU{A}), és
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legyen A — abeH, ha Bed(A, a, b) (A, BeQ;BeF;a, beTU{A}).

Konnyen belathatd, hogy az automata minden elfogadé dtjahoz pontosan egy termindl6 levezetés fog
tartozni, és csak olyan termindld levezetések lesznek amik ilyenek. I

Az dbran a palindromék nyelvét elfogadé determinisztikus automata lathatd, az dtmenteknél a nyil
irdnya mutatja hogy melyik fej (melyik irdnyba 1€p6 fej) 1ép az adott dtmenetben. (A — a dtmenet
megfelel a kordbban haszndlt (a,)); mig a < a a korabbi (A,a)-val jelolt atmenetnek.)

6.10. példa - Kétfejii automata készitése linearis nyelvtanhoz

Adott a kovetkezd nyelvtan:({S, A, B, C}, {a, b, ¢}, S, {S — aaaAbb, S — aBaa, A — aaaAb, A — c,
B — aBaa, B — Ca, C — cC, C — c}). Az ezzel ekvivalens erds normalformdju nyelvtan: ({S, A,
B,C,D,E, F,G1,J,K,L,M,O,P},{a,b,c},S,{S—aD,D — aE, E — aF, F — Gb, G — Ab,
S—al,l—>Ja,J > Ba,A—aK,K— alL,L —»>aM,M — Ab,A - c¢,B — a0, 0 — Pa,P — Ba,
B — Ca,C— cC,C— c}).

Ennek megfelel6en, az ez alapjan konstruélt 2-feji elfogadé automata:

(a, 1) (b, 2) (e, 1) (4, a) (4, b) (4, 0)
S D.,I
A K qr
B 0] C
C Cygr
D E
E F
F G
G A
1 J
J B
K L
L M
M
0] P A
P B
qr

Az els6 sor a lehetséges dtmeneteket, az els6 oszlop pedig az dllapotokat tartalmazza, S a kezddéllapot,
grpedig az egyetlen végdllapot. %

7. Megjegyzés. A determinisztikus 2-feji automatak altal elfogadott nyelvek osztilya valddi része a
linedris nyelvek osztalydnak, jele: 2detLin.

Itt jegyezzik meg, hogy a szakirodalomban egy madsik automatatipus (egyszerforduld
veremautomatdk [164]) is ismert, amely pontosan a linedris nyelveket ismeri fel, ezekrdl is lesz
sz6 a kovetkez fejezetben.
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6.3. A szoprobléma megoldasa

A sz6probléma megoldésa (annak eldontése, hogy egy adott sz6 szerepel-e az adott linedris nyelvben)
egyben a sz6 egy lehetséges levezetését is magdban foglalja, igy széelemz§ algoritmusnak is hivhatjuk.
Az algoritmus alapja egy felismerési matrix.

Algoritmus (széelemzés linedris nyelvtan esetén)

Input:

Legyen adott egy linedris nyelvtan (N, 7, S, H) er6s normélformdban és egy inputszd weT”, (jeloljiik
a szo6 betdit: ay, ay, ...a, —nel ahol n=Iwl ).

1. a métrix megrajzoldsa: legyen a haromszogmatrixban a sorok és oszlopok szdma n+1, vagyis az
input sz6 hosszdndl eggyel tobb (az oszlopok f6lé (eredeti sorrendben) és a sorok elé (visszafelé, vagyis
forditott sorrendben) pedig irjuk be az input betdit a kovetkez6képpen:

al . . . 15%)

ajl

Mint latni fogjuk, valdéjaban az utolsé sorra nem lesz sziikség.

2. a matrix kit6ltése (sorfolytonosan):
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a1 P R PR O,
M(D,0) M(D,1} M(D,z)
n M(1.0) M(1.1)
Gfnt1—k) | M) M(k,m)
;1 M (04,1
3 Mfn-1,0) M(z-1,1)
aq M(z,0)

A kitoltést az M(0,0) cellaval kezdjiik, az els6 sort az M(0,n) celldval fejezziik be ezutdn kezdjiik
a masodik sort, végiil az utolso eldtti sorban az M(n-1,1) mezdvel fejezziik be. A celldk tartalmai a
nemtermindlisok részhalmazai lesznek, kivéve az atlébeli celldk, ahol + vagy — fog szerepelni.

2a. az M(0,0) cella kitoltése: irjuk be az § mondatszimbd6lumot ebbe a celldba.

2b. egy belsd (nem atlobeli) M(k,m) cella kitoltése, (k + m < n esetén) a cella kitoltése a cella baloldali
szomszédja és a cella feletti cella alapjan (ha vannak ilyenek) torténik:

-hak>0, (azaz nem a 0. sorban vagyunk) akkor legyen AcM(k, m), ha van olyan BeM(k-1, m), amelyre
teljesiil, hogy B — Aa(u+1-n€H.

-ham >0, (vagyis nem a 0. oszlopban vagyunk) akkor legyen AeM(k, m), ha van olyan BeM(k, m-1),
amelyre teljesiil, hogy B — a,,A€H.

2¢c. Atlébeli elemek kitoltése: M(n-i,i) cella kitoltése: az M(n-i,i-1) cellaban (balszomszéd cella)
szerepld nemtermindlisok és az A — a alakd szabdlyok alapjan: pontosan akkor irunk + jelet a
celldba, ha az M(n-i,i-1) celldban van olyan nemtermindlis szimbdlum B, amire van B — @; szabdly a
nyelvtanban. Ellenkezd esetben a — jelet irjuk a celldba.

3. az eredmény leolvasdsa: Ha az 4tléban van + elem, akkor a sz6 benne van a nyelvtan 4ltal generalt
nyelvben, kiilonben nincs.

8. Megjegyzés. ha a f6atl6 valamely mar kitoltott eleme (+) alapjan el tudjuk donteni a vélaszt, vagyis
sikeres levezetés van a tabldban, akkor a tobbi mezd kitoltése nem sziikséges.

Az algoritmus az erds normalforma alapjan készitett 2-fejli automata miikodését szimuldlja, vizszintes
1épésnél az elsé fej, fiiggbleges 1épésnél pedig a masodik fej 1épésével, a f6atloban levsé mezdk jelzik
a két fej lehetséges taldlkozdsi pontjait. Amennyiben a sz benne van a generdlt nyelvben, a kezd6 S
szimbdélumtdl a tdbla valamely + szimbolumadig vezetd it (ahogy a kitoltés sordn a szomszédos celldkat
figyelembe vettiik) megadja a sz6 egy lehetséges levezetését is. Az algoritmus a métrix kitoltésébdl,
és a megoldds leolvasdsabdl all, idében és térben is (determinisztikusan) négyzetes bonyolultsagu (a
tablazat mérete miatt).
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6.11. példa - A széprobléma megoldasa linearis nyelvekre 1.feladat

Adotta G=({S,A}, {xy}, S, H), ahol H szabadlyai:
{S—>yA, A—>y5 S-S S—>y}.
Benne van-e a nyelvtan éltal generalt nyelvben az yyyxx sz6?

Megoldas:

y - - - S—yA
A—:yS
S—Sx
S—ry
y

Mivel az atléban szerepel +-jel, ezért a sz6 elbéllithaté az adott nyelvtan segitségével. *

6.12. példa - A széprobléma megoldasa linearis nyelvekre 2.feladat

Adotta G=({S,A}, {xy}, S, H), ahol H szabalyai:
{(S=>xX, X>8Sx,A—>yY,S—>yY, Y —>Ay,A—>z S -z}
Benne van-e a nyelvtan altal generalt nyelvben az xyzyx sz6?

Megoldas:
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X y z y X
S X - -
X S Y -
y A +
z - - - S—xX
X—Sx
A—by’Y
S—byY
Y—Ay
y A—z
S—z

Mivel az atléban szerepel +-jel, ezért a sz6 eldallithaté az adott nyelvtan segitségével. *

6.4. A linearis nyelvek tulajdonsagai

6.4.1. Iteracios lemma
Linedris nyelvekre a kovetkezd pumpalasi (iteracids) tulajdonsagot fogjuk bizonyitani:

39. Tétel. Legyen L egy linedris nyelv. Ekkor létezik olyan (a nyelvt6l fiiggs) n természetes szam,
hogy minden z€L szdra, melyre IzI>n, van a szénak olyan z=uvwxy felbontdsa amelyre teljesiilnek a
kovetkez6 feltételek

1. w'wx'yeL minden i természetes szdmra (i =0)
2. lvxI>0
3. luvxyl < n.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy L nyelv lineéris, ekkor legyen G=(N, T, S, H) olyan linedris nyelvtan,
amely L-et generdlja és er6s normdlformédban van. Legyen n=INI+2. Ekkor legyen weL tetszbleges
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6.4.2.

olyan sz6, amelyre lwi>n. Tekintsiik w levezetési fajat. Mivel miden 1épésben pontosan egy terminélis
keriil bevezetésre a levezetés hossza (Iépéseinek szdma) éppen megegyezik a sz6 hosszdval. A
levezetési fa fédga (amely tartalmazza a levezetés sordn szerepld Osszes nemtermindlist és egy
termindlis levélelemet) legaldbb INI+1 nemtermindlis szimbdélumot tartalmaz, tehat legalabb egy
nemtermindlist kétszer tartalmaz az elsd INI+1 eleme kozt. Legyen ez a nemtermindlis A. A elsd
el6forduldsakor a levezetés uAy mondatformanadl tart (definidljuk ezzel az u és y részszavakat), mig
az A masodik el6forduldsakor legyen az uvAxy az aktudlis mondatforma (definidljuk igy a v és x
részszavakat), Végiil legyen A="w az A masodik eléforduldsabol generalt részsz6. Ennek megfeleléen
vilagos, hogy A= vwx az A els§ eléforduldsabol generdlt részszo, valamint A="vAx mondatforma.
Amennyiben az A elsé el6forduldsakor a levezetés folytatdsa uAy:*uwy, akkor éppen az i=0 esetbeli
sz6t vezethetjiik le. Ha az A mdasodik el6forduldsakor nem a w hanem vwx sz6t vezetjiik le belGle,
akkor kapjuk az i=2 esetnek megfelel6 sz6t, viszont ebben a levezetésben uAy:*uvAxy:*uvaxxy
mondatforma is szerepel, ahol az A-bél a w helyett az uwy szét levezetve az i=3 esetbeli iterdlt sz6t
kapjuk és igy tovabb. Az i értéke barmely természetes szamra novelhetd. Az eredeti felosztdsunk
és az erés normalforma miatt a lvxI>0 és az luvxyl < n feltételek automatikusan teljesiilnek. Ezzel a
bizonyitast befejeztiik.

Sajnos az iterdciés lemma nem adja sziikséges és elégséges feltételét annak, hogy egy nyelv linedris
legyen, vagyis ha a nyelv linedris akkor a lemma feltételeinek sziikségszertien teljesiilnie kell, viszont
ha teljesiil a lemma valamely nyelvre az még nem elégséges bizonyiték arra, hogy a nyelv linedris
legyen. Ezek alapjdn a lemmat arra hasznalhatjuk, hogy amennyiben sikeriil beldtnunk egy adott
nyelvrdl, hogy nem teljesiilnek rd a lemma feltételei, akkor a nyelv biztosan nem linedris.

6.13. példa - Linearis iteracios lemma alkalmazasa

Legyen L={ dv*a" b | k, m>0}. Az iterdciés lemma segitségével belatjuk, hogy L nyelv nem linedris.
Tegyiik fel, indirekt, hogy L linedris. Ekkor L-re teljesiilnie kell a lemmanak. Legyen n az a konstans

ami a lemma alapjdn ehhez a nyelvhez tartozik. Vegyiik az a*"b*"a*"b*" alakd sz6t, ami eleme L-nek,

masrészt a hossza 8n, igy nagyobb, mint n. Tehat a sz6t fel kell tudnunk bontani uvwxy részszavakra,
hogy v és x nem lehet egyszerre az tiresszd, valamint luvxyl < n. Viszont ekkor luvl <n és lxyl <n is

fennall, vagyis v csak az els6 a”" beli résznek lehet részszava, igy ha nem nulla a hossza, akkor a'

(0<i < n) alakd. Viszont az els6 b*" blokk egésze csak a w-hez tartozhat. Igy az iterdci6 soran az els6 a-
kbdl 4116 blokkban az a-k szdma megvaltozna, mig a hozzatratozé elsd b-ket tartalmaz blokk maradna

b Igy nem L-beli sz6t kapunk, tehat v-nek az iiresszénak kell lennie. Ekkor viszont x nem lehet iires

és csak az utols6 b>" blokkbdl tartalmazhat bettiket. Az el6z6 esettel analég médon beldthatd, hogy
a pumpdlés kivezet az L nyelvbsl, ha x nem az iiressz6. De v és x nem lehet egyszerre iires a lemma
allitdsa miatt. Az ellentmonddst csak az indirekt feltételiink okozhatja, tehét a nyelv nem linedris. %

Zartsagi tulajdonsagok

40. Tétel. A linearis nyelvek osztdlya zart az uni6 miveletre.

Bizonyitds. Legyenek L; és L, linedris nyelvek Gi=(Ni, T, Sy, Hy) és Gr=(N,, T, Sy, Hp) linearis
nyelvtanokkal, ahol N| és N, diszjunkt halmazok. Konstrudljuk meg az (N;UN,U{S}, T, S, H)
nyelvtant, ahol S 1j szimbdlum, nem szerepel sem Ny, sem N, elemei kozt, H pedig a kovetkezbképpen
definidlt: H=H|UH,U{S — S|, S — S,}. Konnyen belathat6, hogy az 1j nyelvtan linedris és éppen
L) és L, unidjat generdlja. il

41. Tétel. A linearis nyelvek osztilya nem zart a konkatendciora, a Kleene-iterdciora.

Bizonyitds. Korabbi példaként lttuk, hogy L={a"b" | n>0} linedris nyelv, sajit magdval konkatenélva
az LL={d"b*a"b™ | k, m>0} nyelvet kapjuk, amirdl az imént mutattuk meg, hogy nem linedris. Mivel
LLCL , ennek esetiinkben egyenes kovetkezménye, hogy L™ nyelv sem linedris. I

42. Tétel. A linearis nyelvek osztdlya nem zart a metszet és a komplementer miiveletekre.

Lasd kornyzetfiiggetlen nyelvekre vonatkozé 56. és 57. tételben.
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A tovédbbiakban a linedris nyelvtanoknak (és nyelveknek) specidlis alosztalyat, illetve kiterjesztését
vizsgdljuk. Amar és Putzolu az 1960-as években definidlta a kovetkezd, a reguldris és a linedris
nyelvcsaladok kozti nyelvosztalyokat.

12. Definicié. Legyen k egy rogzitett nemnegativ raciondlis szim. Ha egy G linedris nyelvtan minden
v

A — uBy alaki szabdlydraigaz, hogy k= ﬁ, , akkor G-t k-ardnyu (vagy k-foku) linedris nyelvtannak,

az altala generdlt nyelvet pedig k-ardnyu linedris nyelvnek hivjuk. Egy nyelvtant (illetve nyelvet) fix-

aranyu linedrisnak neveziink, ha k-ardnyu linedris valamely nemnegativ raciondlis k értékre. %

Specidlis esetben k=0 érték esetén éppen a reguldris nyelveket kapjuk vissza. Nevezetes még a k=1
eset, ezeket a nyelveket és nyelvtanokat paros linedrisnak hivjuk. Erre példa a palindromdk nyelve.

43. Tétel. Minden k nemnegativ racionalis szamra, a k-foku linedris nyelvek osztdlya tartalmazza a
reguldris nyelvek osztalyit.

44. Tétel. Minden fix-ardnyu linedris L nyelvhez l1étezik olyan determinisztkus 2-feji automata, ami
éppen L-et fogadja el.

13. Definicié. Egy G=(N, T, S, H) nyelvtant m-linedrisnak neveziink (ahol m>0 egész szdm), ha
szabdlyainak mindegyike eleget tesz a linedris nyelvtanokndl megadott definiciénak, kivéve az
egyetlen § — §15,...5,, szabdlyt, és S nem szerepel egyik szabdly jobb oldaldn sem. Az m-linedris
nyelvtanok 4ltal generdlt nyelvek osztdlydt m-linedris nyelvek osztdlydnak nevezziik. Egy nyelvtan,
illetve nyelv metalinedris ha m-linedris valamilyen m-re. %

Egy metalinearis nyelvtanban a mondatformédban mar tobb nemterminélis is el6fordulhat egyszerre, de
szamuk maximélva van, ha a nyelvtan m-linedris, akkor maximum m nemtermindlis lehet egyszerre.
A linedris nyelvek konkatendcidjaval éppen a metalinedris nyelveket éllithatjuk el6.

6.14. példa - Az a*b*a™b™ metalinearis nyelv

G=({S, A, B}, {a, b}, S, {S— AB,A — aAb, A — ab, B — aBb, B — ab}) nyelvtan éppen a kordbban
mér bemutatott {a*b*a"b™ | k, m>0} nyelvet generslja. %
A kovetkezd dbrén a linedris nyelvekhez kapcsol6dé hierarchidt mutatjuk be, a hierarchia éles, vagyis

minden tartalmazds szigoru (kivéve a k=0 és m=1 eseteket, amikor a 0-foki linedris nyelvek éppen a
reguldris az 1-linedris nyelvek, pedig éppen a linedris nyelvekkel esnek egybe).

Koérnyezetfliggetlen nyelvek

Metalineéris nyelvek

m-linearis nyelvek

Linearis nyelvek
2det-Lin nyelvek

fixaranyu linearis nyelvek

k-aranyu linearis nyelvek

Regularis nyelvek

6.5. Irodalmi megjegyzések

A péros linedris és a fix-ardnyu linedris nyelvtanokat és nyelveket az [Amar, Putzolu 1964, 1965]
vezették be. A linedris nyelvek, illetve azok specidlis valtozatainak, kiterjesztéseinek vizsgdlata
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ma is aktiv teriilet, pl. tanuldsi problémdkban is alkalmazzdk &ket [Sempere, Garcia 1994]. Ezen
nyelvosztalyokhoz tartoz¢ iterdcids lemmadk taldlhaték a [Horvath, Nagy 2010] cikkben. A kétfejii
automatakkal és ezek specidlis véltozataival elfogadott nyelvosztilyokrél pl. a [Nagy 2008, 2011b,
2011c] és [Leupold, Nagy 2010] cikkekben lehet olvasni.
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7. fejezet - Kornyezetfuggetlen
nyelvek

Ebben a fejezetben a Chomsky-féle 2-tipusi nyelvek sajatossdgait targyaljuk. E nyelvosztaly
ugyancsak sok teriileten jol alkalmazhat6 és vannak ra hatékony algoritmusok, melyek koziil néhanyat
részletesen is bemutatunk.

7.1. Programnyelvek szintaktikajanak leirasa

7.1.1.

Kiilonb6z6 programnyelvek elemeinek (mint pl. szimjegy, szdm, valtoz6 név, utasités, eljaras stb.)
megadésihoz sokféle moédszer ismert. Ilyenek pl. a BNF (Backus-Naur Form), a COBOL-szerti
megadasi méd, a szintaxis graf és a hibrid mddszer. A leirds termindlis egységeket és nemterminélis
egységeket tartalmaz BNF-ben. A nemtermindalisokat més egységekbdl a konkatenacid, az alternativa,
az iterdci6 és ezek egy specidlis esetének, az opcidnak a segitségével adhatjuk meg. Ugyanezek a
Iépések grafikusan a szintaxis-grafban is megtaldlhatéak. Ezeket a leirdsi médokat ismertetjiik roviden
a kovetkezdkben, kiterjesztve az egyszeri szintaxis grafok kordbban bemutatott (14sd Szintaxis graf)
alakjat is.

A szintaktika leirdsdhoz, a kiilonb6z6 programnyelvek megaddsandl, hasznalt miveletek:
 konkatendci6 (0sszeftizés: tobb szovegelem egymads mellé/utan irdsa),

* alternativa (vélasztas: kiilonb6zé lehetdségek koziil egy kivalasztasa),

* opci6 (a szovegelem vagy megjelenik vagy nem),

* iteraci6 (a szovegelem akarhanyszor megjelenhet (4ltalaban a nullaszori megjelenést is beleértjiik)).

Lassuk, akkor most hogyan is néznek ki a mar emlitett leirdsi médok.

A BNF megadasi mod

Ezt a megadasi mdédot abban az id6ben taldltak ki, amikor az ALGOLG60 nyelvet fejlesztették.

Terminalis Nemterminalis | Alternativa Opcid Ttericid
iraskép <> = magyacim| | [l 0

A konkatendciénak nincs kiilon jele, egyszerfien egymds utdn irjuk a megfeleld szovegelemeket.
A nemtermindlis jeleket < > zardjelek kozé tessziik, és ::= definidlé egyenlGségjel segitségével
definialjuk.

7.1. példa - A szamok jelolésére hasznalhaté karaktersorozatok

Az egész szamok megadasahoz sziikség van az opcidra (van elGjel vagy nincs), ha van: alternativa
(plusz vagy minusz), a szdmjegyek sorozatdt pedig iterdcidval adjuk meg:

<szdmjegy >::=0111213141516171819
<elgjel > =+ 1-

<egész szam > 1= [ < elGjel > | < szdmjegy > { < szdmjegy > } %
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7.1.2. A COBOL-szerii megadasi mod

Ez a megaddsi méd a PL/1 nyelv idején volt leginkdbb hasznélatban.

Terminalis Nemterminalis | Alternativa Opcio Iteracio
kisbetii v. ﬂﬂgybdfl : { } [ ] « o o a megelézd
iraskép magyarizat szovegelem ismétlése

7.2. példa - A szamok megadasa COBOL-szerti médszerrel

' '

SZAMJEGY: { . »  ELOJEL: { + } EQESZ SZAM : [ ELOJEL | SZAMJECY ...

O 0o =T O U R LB O

*

7.1.3. A szintaxis graf

Itt a kordbban mdr a reguldris nyelvek esetén ismertetett Szintaxis graf mddszer teljes kifejezGereji
véltozatit mutatjuk be.

A kordbbiakhoz képest a véltozds az, hogy egy nemtermindlis definicidjdban felhasznalhatunk
még nem definidlt nemterminalisokat is, akdr a definidlandé nemterminalist sajit magat is. Igy
megengedjiik a rekurzi6 kialakuldsat, akdr kozvetleniil egy sajat magat "meghivd" definicidval, vagy
akdr egymadst hivo tobb nemtermindlis definicidjaval.

Természetesen, igy minden miiveletnél, a konkatendciénal, alternativdnidl nemcsak terminalisok,
hanem nemtermindlisok, illetve barmilyen, a mddszerrel mar Osszetett grafok is el6fordulhatnak.
Az iterdcié pedig akar ugy is el6fordulhat, mint az opcid, csak forditott nyilirdnnyal az adott
szovegelemnél (megengedve a nullaszoros ismétlést).

Egy szintaxis grafban mindig van pont egy induléél és egy érkezdél, ahonnan indulva és ahova
érkezve kell egy utat bejarnunk a grafban. Az 1t sordn 6sszeolvassuk a termindlisokat, illetve ha egy
nemtermindlishoz ériink akkor az adott nemtermindlis definicidja alapjan a neki megfeleld szintaxis
grafban megyiink végig egy uton, ha annak végére értiink akkor folytatjuk az utunkat az eredeti
griafban az adott nemtermindlis utdn. Egy nemtermindlis tehat egy rekurziv hivist jelent, az adott
grafban lefutott Gt utdn folytathatjuk csak utunkat. Az hogy megenged;jiik nem csak a mér kordbban
definidlt nemtermindlisok hasznélatit egy nemtermindlis definici6jaban, azt jelenti, hogy a rekurziét
nem korldtozzuk, annak mélysége barmennyi lehet. A reguldris nyelveknél (5.14. példa - Tizes
szamrendszerbeli egész szamok nyelvének megaddsa szintaxis graffal) megadott egész szam fogalmat
felhaszndlva adhatjuk meg példdul a zardjeles kifejezés fogalmat:

—(O—| ZARGIELES KIF}~()—] ZAROIELES KR )—

ZAROIELES KIFEIEZES———(O—| ZAROIELES KIEf~()—| ZAROIELES KIE-(0)——
EGESZ SZAM
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7.1.4. A Hibrid megadasi moéd

A 90-es évek gyakori leirdé nyelve. Tulajdonképpen az el6z6 mddszerek keveréke, illetve egyvelege.
Az egész szamok példaul a kovetkezd mdédon adhaték meg:

szamjegy : { O111213141516171819}
egész szdm : [ { +1-} ] szdmjegy ...

Az ismertetett leirdsi médoknak a kifejezGereje azonos. Mindegyikkel pontosan a reguldris
halmazokat tudjuk definidlni, ha a nemterminalisokat nem hasznaljuk. A kifejez6 er6 ugyanennyi,
ha a nemtermindlisok definici6jdban csak a mar kordbban ugyanigy megadott nemterminalisokat
hasznalhatjuk fel. Ezzel szemben, ha megengedjiik a rekurzidt, vagyis, hogy egy adott nemterminélis
definicidjaban sajat magat is felhasznéljuk, vagy el6tte még nem definidlt nemterminalist, akkor a
kifejez6erd megnd; igy mindegyik ismertetett médszer segitségével pontosan a kornyezetfiiggetlen
nyelvek irhaték le. Ezeknek a megaddsi mddoknak a kifejezGereje tehat azonos, velik a
kornyezetfiiggetlen nyelveket tudjuk definidlni.

7.2. Levezetési fa

A kornyezetfiiggetlen nyelvek (nyelvtanok) egy tulajdonsdga (mely népszeriiségiikben is kozponti
szerepet jatszik), hogy a levezetések fa alakban dbrazolhatok.

Kornyezetfiiggetlen nyelvtanban minden levezetés nagyon egyszeriien dbrazolhat6 egy irdnyitott graf
(fa) segitségével. Tekintsiink egy S:>*p levezetést, ahol pe(NUT)*. A graf cstcsainak nemterminalis,
illetve terminalis szimbélumokat feleltethetiink meg: a fa gyokeréhez S- t, leveleihez rendre terminélis
és nemtermindlis szimbdlumokat, a kozbiilsé cstcsaihoz pedig nemtermindlis jeleket rendelhetiink.
Az egy csticsbdl kiinduld élek annak a helyettesitési szabdlynak az alkalmazésat jelolik, amelynek
bal oldaldn az élek k6z6s kiinduldsi pontjdban taldlhaté nemtermindlis jel all, a jobb oldaldn pedig
az élek végpontjaiban taldlhaté nemterminalis, illetve termindlis jelek sorozata (az egyes éleket
balrdl jobbra véve sorra). Azt, hogy egyes szabdlyokat milyen sorrendben alkalmazunk, nem mindig
tudjuk egyértelmtien rekonstrudlni. Egy levezetési graf mélységén a benne az S gyokértsl induld és
levélelemhez tart irdnyitott utak hosszanak maximumat értjiik. Ha a fa minden levéleleme terminélis
cimkéji, akkor befejezett levezetésrdl és befejezett levezetési far6l beszélhetiink.

7.3. példa - Levezetési fa

Legyen G=({S, A, B}, {a, b, c}, S, H), ahol H={S — ABc, A — aB, A — Bc,
B — aAc, B — bc}. Ebben a nyelvtanban megadhaté a kovetkezd levezetés:
S=ABc=>AaAcc=BcaAcc=BcaaBcc=bccaaBcc=bccaabecc.

PR
N
B/\c a\B
| A

*

Egy levezetési fa dltaldban nem egy levezetést dbrazol (vagyis tobb olyan levezetés is lehetséges
melynek dbrazoldsdval ugyanazt a fat kapjuk). Az egy fa dltal reprezentalt levezetések viszont egy
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7.2.1.

ekvivalencia osztilyt alkotnak, hiszen mindegyikiikben ugyanaz a mondatforma (vagy szé) van
levezetve, illetve az ugyanott megjelend ugynarra a nemtermindlisra ugyanazt a szabdlyt alkalmazzuk.
Egyediil a szabdlyalkalmazdsok sorrendje lehet kiilonb6zd.

Legbaloldalibb levezetésnek hivunk egy levezetést, ha a levezetés sordn minden 1épésben az aktudlis
mondatforma legelsé (legbaloldalibb) nemtermindlisdra végziink el egy helyettesitést valamely
alkalmas levezetési szabdly segitségével.

45. Tétel. Minden levezetési fahoz egyértelmiien hozzarendelhet$ egy legbaloldalibb levezetés.

Az adott levezetési fahoz tartozo levezetések koziil tehat egyértelmiien kivédlaszthatunk egyet, amivel
az osztalyt reprezentdlhatjuk: a legbaloldalibbat.

A legbaloldalibb levezetés arra hasonlit, mintha a levezetési fiat a mesterséges intelligencidban
mélységi keres6ként ismert algoritmus segitségével épitenénk fel.

Tobbalakusag

Fontos szerepet jatszik az egyértelmiiség kérdése a kovetkezd tekintetben. Adott nyelvtan esetén
el6fordulhat, hogy egy adott széhoz tobb kiilonbozd levezetési fa 1étezik. A természetes nyelvekre
nagyon jellemz6 ez a tobbalakdsdg. A "lattam Pétert egy tdvcsével.” mondat értelmezése lehet
kétféle: vagy a targy rendelkezik egy részeshatdrozéval: Péter a kezében vitt egy tdvcsovet, amikor
lattam, hogy megy kirdndulni. A masik elemzés szerint az alany (én) rendelkezem egy tidvcsdvel
(eszkozhatdrozos szerkezet) és ennek segitségével lattam Pétert, ahogy jon fol a hegyre. A természetes
nyelvek esetén dltaldban a szovegkornyezet, vagy az adott szitudcid segit kivalasztani a helyes
elemzést...

Ezzel szemben, pl. a programnyelvek leirdsakor torekedniink kell az egyértelmiségre. Példaul a
G=({S}, {2, +, *}, S, {S - S+S5, § — §%5, S — 2}) nyelvtanban S=S+S=S+S5*S="2+2%2
valamint S=5*S=>S+5*S="2+2%2 ugyanannak a szénak két kiilonboz6 levezetése, a levezetési fakat
a kovetkezd dbra mutatja.

Ag\ v ‘&

S + S *x g

2/ S‘/*f\s s’/}r\s \2
A

2 2

Viszont a levezetés elemzése alapjan az elsé értelmezés szerint 2+(2*%2)=6 az eredmény, mig a masodik
értelmezés (2+2)*2=8- at jelent. Ez pl. gondot okozhat egy szamitégépes fordit6 részére. Ezért fontos,
hogy lehetbleg keriiljiikk a tobbalakisigot egy programnyelv tervezése sordn, nem célszeri ilyen
dontéseket a forditéra hagyni.

7

7.4. példa - Csellengé "else' feladat

Ismert a cselleng6 "else" problémédja, amikoris nem egyértelm, hogy egy else-dg melyik feltételhez
tartozik. Példaként tekintsiik a kovetkezd kédot:

if a then if b then do else print
Adjunk példat olyan nyelvtanra, ahol ez a probléma fellép. %
Ismert tény, hogy vannak olyan kornyezetfiiggetlen nyelvek, amelyeket nem lehet olyan nyelvtannal

generdlni, hogy ne legyen olyan sz6 amelynél a tobbalakisdg fellép. Ilyen nyelvre példa:
L={a"b"""d"} U {d"b""d™).
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7.3. Normalformak a kornyezetfluggetlen
nyelvtanokhoz

7.3.1.

Gyakorlati szempontbdl fontos lehet, hogy a nyelvtant minimalizdljuk olyan értelemben, hogy
megszabadulunk az olyan felesleges nemtermindlisoktdl, amik egyetlen termindl6 levezetésben sem
jelennek meg. Egy A nemtermindlis két okbdl lehet felesleges:

- A nem vezethetd be mondatformaban, vagyis nincs olyan szabélysorozat, hogy az S
mondatszimbdélumbdl indulva valamilyen #Av mondatformat kapjunk (valamilyen u, ve(NUT)*
szavakra).

- az A- b6l nem lehet termindlni, vagyis nincs olyan weT', hogy A="w lenne.

Az elsé tipusba tartoz6 felesleges nemtermindlisokat a kovetkez6képpen hatdrozhatjuk meg egy G=(N,
T, S, H) nyelvtan esetén:

Legyen Up={S}.
Legyen U;.1=UU{A | létezik B — uAveH, AeN, BeU;, u, ve(NUT)*} (i=20)

Ekkor az N végessége miatt van olyan i hogy U=U},, és ekkor az N\ U; nemtermindlisok feleslegesek,
mert nem érhetdek el S- bol kezd6dé levezetésekkel.

A masodik tipusba tartoz6 felelsleges nemtermindlisok meghatdrozdsa egy G=(N, T, S, H) nyelvtan
esetén a kovetkezd rekurziv médon torténhet:

Legyen Up={A | 1étezik A — weH, AeN, WET*}.
Legyen Uy =UU{A | 1étezik A — ueH, AeN, ue(UUT) '} (i20)

Ekkor az N végessége miatt van olyan i hogy U;=U,, 1, és ekkor az N\ U; nemterminalisok feleslegesek,
mert belSliik nem vezethet le termindlis (vagy iires) szérész. Ha az S nincs benne az U; halmazban,
akkor a generdlt nyelv iires.

Ha G nemiires nyelvet generdl, akkor vildgos, hogy az 1igy meghatdrozott felesleges
nemtermindlisokat, és az 0sszes olyan szabdlyt, amely tartalmaz ilyen nemtermindlist (akdr a bal,
akdr a jobboldaldn) elhagyva a kapott G ' nyelvtan ekvivalens az eredetivel: a termindl6 levezetések
megmaradnak, igy a generdlt nyelv nem valtozik.

Ha specidlisan regularis nyelvtanbdl (vagy ennek megfelel6 véges automatabdl) indulunk ki, akkor
az elsd rész éppen a startszobol (vagyis a kezdballapotbol) vald elérhetdséget jelenti. A masodik
rész, vagyis azon nemterminalisok (dllapotok) 6sszegytijtése, amibdl nem tudunk termindlni a teljesen

7 2

definilt determinisztikus véges automata esetén az egyetlen nyel6 dllapotnak felel meg.

P

A fejezet tovabbi részében két fontos normalformat mutatunk be, az els6nél algoritmust is adunk arra,
hogy egy tetszdleges kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz vele ekvivalenset allitsunk el. Természetesen,
ha nem akarunk feleslegesen sok szabdllyal dolgozni, akkor célszerli a normélformdkat az imént
bemutatott felesleges nemtermindlisokat mar nem tartalmazé nyelvtanokra meghatarozni.

Chomsky-féle normalalak

Egy nyelvtant A- mentesnek neveziink, ha a szabdlyok jobb oldaldn egyéltalan nem fordul el6 a A.

Itt jegyezziik meg, hogy minden 2-tipusi A¢L nyelv esetén megadhat6 olyan 2-tipusi A- mentes
grammatika ami L- et generalja (14sd Uressz6-lemma). Ha viszont A€L, akkor igaz az, hogy megadhat6
olyan 2-tipusti A- mentes G grammatika ami a L\ {4} nyelvet generdlja. (Ilyenkor G nemterminélis
halmazat kiegészitve S' 4j mondatszimbSélummal, és a H szabdlyrendszert kiegészitve az S' — A,
S' — § szabdlyokkal kapunk egy L- et generdl6 nyelvtant.)
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14. Definici6. Egy kornyezetfiiggetlen nyelvtanrél azt mondjuk, hogy Chomsky-féle normdlalakban
van, ha minden szabdlya A — a vagy A — BC alakd, ahol A, B, CeN és acT. %

Minden A- mentes kornyezetfiiggetlen nyelv generdlhaté olyan nyelvtannal, amely Chomsky-féle
normadlalakd. Avagy, kicsit masképp fogalmazva:

46. Tétel. Minden G kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van olyan vele ekvivalens kornyezetfiiggetlen
Gy, nyelvtan, amely Chomsky-féle normalalaka.

Bizonyitds. Ha a G=(N, T, S, H) nyelvtan nem A- mentes, vagyis van benne olyan szabdly, aminek
jobboldala az iiressz0, akkor el8szor alkalmazzuk réd az Uresszé-lemma -t, és legyen G'=(N, T, S, H")
az a nyelvtan, amit az iiresszé lemmanal ismertetett algoritmussal 1étrehozunk a G 4ltal generalt nyelv
A- mentes részének generdldsdra, ekkor G és G ' ekvivalensek (az dltaluk generdlt nyelvek kiilonbsége
legfeljebb az liressz6t tartalmazza) és G' A- mentes.

Hozzuk a nyelvtanunkat olyan alakra, hogy termindlis jel csak A — a alakud szabdlyokban (AeN, a€T)
forduljon eld: Vezessiik be az X, 4j nemtermindlisokat a kovetkezd modon: legyen N={X lacT} és
N"=NUN;, ahol NNN=2. Tovédbbd a H ' minden nem A — a(A€N, a€T) alaki szabdlyéra: cseréljiik ki a
szabaly jobboldalan talalhat6 a terminélisokat a nekik megfeleld imént bevezetett X, nemterminalisra,
valamint vegyiik fel az X, — a 1j szabalyokat. Formalisan,

H"={A — alaeT, A - acH}U{A — HA — r'eH, r'¢T, és h(r")=r, ahol h az az izomorfizmus, amely
N minden eleméhez 6nmagét, a T elemeihez pedig N, megfeleld elemeit rendeli} U{X, — alaeT}.

Az igy létrejott G"=(N", T, S, H") nyelvtan ekvivalens a G '- vel és szabdlyaiban a termindlis csak
A — a alaku szabélyban fordul el6.

Ekkor G"=(N", T, S, H") nyelvtanban az 0sszes nem A — a alakd szabdlyunk A — r alakd (AeN,
reN""\ {A)}. Tekintsiik ezek koziil azokat a szabdlyokat, amelyekben Irl>2. Egy ilyen A — BB;...By
(k>2) alaku szabdlyt helyettesithetiink az

A — BZ;

Z] = BzZz

Zy = By1By

szabdlyok halmazdval, ahol Z;, Z,, ..., Z;» Gjonnan bevezetett nemtermindlisok. Ezt a helyettesitést

7.z

minden ketténél hosszabb jobb oldali szabdlyra kiilon-kiilon végrehajtva a G"=(N", T, S, H")
nyelvtanunk ekvivalens az el6z6vel (igy az eredetivel is) és H'" csak az aldbbi haromféle szabalyt
tartalmazhatja:

()A —>a,
(2)A - B,
(3)A — BC.

Tehat a G " nyelvtanra ki kell kiiszobolni a H "'- b6l az A — B alaku (ligynevezett lanc-)szabdlyokat,
hasonléan ahogy a reguldris és linedris nyelvtanoknal megtettiik.

(Lasd pl. er6s normalformdju reguléris nyelvtanok.)
Tehat definidljuk minden AeN " véltozéhoz a kovetkez6 halmazokat:
- Ui(A)={A}

- Uss1(A)=U{A)U{BeN "ACEULA)C — BeH "}, ha i>1
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Ekkor N™ véges volta miatt létezik olyan minimdlis k index, hogy Ui(A)=Ui(A), ha j=1, 2, ....
Jeloljiik minden AeN " nemtermindlis jelhez tartoz6 Uy(A)- t U(A)- val. Ekkor U(A) éppen azokat a
nemtermindlisokat tartalmazza, amelyek leve*zethetfiek az A- bdl csupdn lancszabdlyokat felhaszndlva,
vagyis tetszéleges A, BeN " véltozékra A= B pontosan akkor, ha BeU(A). Ezek utdn definidljuk a
H"" szabélyhalmazt a kovetkez&képpen:

H"'={A — r|vanolyan BeN", hogy B — reH "', r¢N, BeU(A)}.

D E a

O —mE—m—>

i
E

D E

Az igy kapott G"'=(N"", T, S, H"") nyelvtanra L(G)\{A}=L(G""), mivel az A — B szabdlyok
alkalmazdsét az el6bbi két csoportba tartoz6 szabdlyok alkalmazdsaval biztositjuk és forditva. Il

A Chomsky normalforma hasznalata esetén a leveztési fa egy bindris fa lesz, minden 1épésben vagy a
mondatforma hossza n6 (A — BC alaki szabaly alkalmazasa) vagy egy termindlis bevezetésével egy
agon befejezddik a levezetés ( A — a alaki szabdly esetén).

7.5. példa - Chomsky normalforma 1.feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{a,b,c},S,H) nyelvtannal ekvivalens Chomsky-féle normalalaki nyelvtant, ahol
H={S— ABaba,A— B,A— ¢,B— AbA,B— S }.

Megoldas:

(I.) Els6 1épésben megadunk egy G| nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és (termindlis) normalalakad.
Ehhez el6szor a G nyelvtan minden olyan x; termindlis bet{ijéhez, amely szerepel olyan szabdlyban,

ami nem normadlalakd, 4j X; nemtermindlist vezetiink be.

Ezutdn a G| nyelvtan H, szabdlyhalmazat dgy kapjuk, hogy felvessziik az X; — x; szabdlyokat, valamint

a H szabdlyhalmaz elemeit atvessziik ugy, hogy a szabalyokban az x; betlik azon el6fordulésait,

melyek nem (terminélis) normdlalakd szabdlyban szerepelnek, X;-re cseréljiik.

Jelen esetben legyenek az 4j nemtermindlisok az X, és az X}, ekkor:
Glz({S,A,B,Xa,Xb}, {a,b,C},S,Hl), ahOI
H={(X,— a Xp— b S— ABX,XpX;,A— BA— ¢,B— AX4A,B— S}

(II.) Mésodik 1épésben megadunk egy G, nyelvtant, ami ekvivalens

az eredeti nyelvtannal, normalformdjui és nem szerepel benne ¥ — YY,...Y,, n>2 alakd szabdly.
Ehhez a G| nyelvtanbél indulunk ki.

A H| szabdlyhalmaz Y — YY>...Y,, n>2 alaku szabdlyait helyettesitjiik 4j szabdlyokkal,
a tobbi szabdlyt pedig véltoztatds nélkiil atvessziik a H, szabalyhalmazba.

Minden Y — YY>...Y,, n>2 alaku szabalyhoz

vezessiink be Z,2,, ... ,Z, > 4j nemterminélisokat,

ugy, hogy Z;-b6l az Y;,...Y,, sz6t tudjuk levezetni:

az 6sszes Y — YY,...Y,, n>2 alakui szabdlyt helyettesitsiik

a kovetkezd szabdlyokkal:

Y- Y]Z],
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Zy — Y2,

Zn-3 - Yn-ZZn-2>
Zno— YyaY

Jelen esetben:

G2=({S,A,B,Xa,xb,ZI,Z2,Zg,Z4}, {a,b,c},S,Hz), ahol

H={X,—> a X,— b S— AZ|,Z, - BZy, 7o —» X, Z3, 73— XX, A— B, A— ¢, B— AZ,,
Zy— XpA,B— S}

(III.) Harmadik 1épésben megadjuk az eredeti nyelvtannal ekvivalens

G' Chomsky-féle normdlalaki nyelvtant. Ehhez két 1épésre van sziikség.

Els6 1épésben meghatarozunk egy U(Z) halmazt minden olyan Z nemtermindlishoz, mely levezethetd
legaldbb egy masik nemtermindlisbdl a G, nyelvtanban és

szerepel olyan H; halmazban 1év6 szabdly bal oldalan, amelynek jobb oldaldn egy terminélis

vagy pedig két nemtermindlis bet 4ll.

Az U(Z) halmaz tartalmazni fogja az 6sszes olyan nemterminalist,

melybdl egy vagy tobb 1épésben levezethetd a Z betdi.

Jelen esetben:

UB)={A},

U(S)={BA}.

Maisodik 1épésben a H' szabdlyhalmazba atvessziik a H, szabdlyhalmaz mindazon szabdlyait,
melyek jobb oldaldn egy termindlis betli vagy pedig ketté nemtermindlis taldlhatd,

majd hozzavessziik mindazon szabdlyokat, melyeket tigy kapunk, hogy a mar

atvett szabalyok bal oldaldn szerepld bet(it a hozz4 tartoz6é U halmaz elemeivel helyettesitjiik.

Formélisan:

H'=HU{Z— plX— pe H)Ze UX)})\{X — Y| X Ye N}.Jelen esetben:
G'=({S,A,B, X, X}, 21,25, Z3,Z4},{a,b,c},S,H"), ahol

H={X,— a X,— b, S— AZ,B— AZ|,A— AZ\,Z, > BZ),, 7) - X, 73,735 — XpX, A — ¢,
B— AZy A— AZy 74— XpA } X

7.6. példa - Chomsky normalforma 2.feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{x,y,z},S,H) nyelvtannal ekvivalens Chomsky-féle normélalaki nyelvtant, ahol
H={S—>BB,A—>S A—>xxzz, A=y, B—>AxxxA, B—> A }.

Megoldais:

(L)

Legyenek az d4j nemtermindlisok az X és a Z, ekkor:

G1=({S,A,B,X,Z},{x,y,z},S,H}), ahol
H={X—->x2Z—-72S—->BBA—-SA—->XXZZ, A—y, B—AXZXA,B— A}

(IL)

G2=({S,A,B,X,Z,Z],ZQ,Z3,Z4,ZS}, {x,y,z},S,Hz), ahol
H)y={X—->x7Z—-7S—>BBA—>SA—>XZ,Z > X2 72, > 727, A— Yy, B— AZ,
73— XZy, 24 — 7275, Zs - XA, B> A }

(IIL.)

U(S)={A,B},U(A)={B}.

G'=({SA,B,X,Z,72,,7,,75,74,7Z5},{x,y,z},S,H"), ahol
H={X—>x,Z—z S—>BB A— BB B— BB, A— XZ,,B— XZ,, Z, » XZ), 7, —» 77,
A—>y,B—y,B—>AZ3y, 73— XZ4y, Z4 — 775, 75 — XA } *
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7.7. példa - Chomsky normalforma 3.feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{x,y},S,H) nyelvtannal ekvivalens Chomsky-féle normélalaku nyelvtant, ahol
H={S — ABBAB,S - x,A—> BB,A— S, A— B, B—>ASA,B—y}.

Megoldas:

(I.) Mivel a G nyelvtan mar normdlalakban van, ezért G|=G.

I1.)

G2=({S,A,B,Z1,Z2,Z3,Z4}, {x,y},S,Hz), ahol

H,={S—> AZ,Zy - BZ,, Z, - BZ3, Z3 - AB, S > x, A—> BB,A — S, A — B,
B—>AZy 74— SA,B—y}

(II1.)

US)={A}L,UB)={A}.

G'=({S,A,B,Z\,25,73,74},{x,y},S,H"), ahol

H={S—>AZ,A— AZ,Z, —» BZ), Z, » BZ3, 723 - AB,S -5 x, A > x, A > BB, B — AZ,,
A—>AZy 74— SA,B—>y,A—>y}kx

7.3.2. Greibach normalforma

A Chomsky-féle normélforma segitségével kikiiszoboltiik a levezetésekbdl az A="A alakd formdkat,
amelyek a levezetés hosszat a végtelenségig megnovelhették kell§ odafigyelés hidnyaban. Egy masik
féle probléma meriilhet fel A — AB alakd szabaly haszndlata sordn: ha legbaloldalibb mddon
szeretnénk a keresett szt levezetni, és pont egy ilyen alaku szabély alkalmazhat6, akkor ugyanigy
alkalmazhaté lesz a kovetkezd mondatformara, majd az azt kovetdre, €s igy tovabb. Ha a levezetés
sordn mast nem vesziink figyelembe, akkor itt a levezetési fa felépitésével egy végtelen dgba keriiltiink
igy a visszalépéses keresd algoritmusa nem alkalmazhaté a széprobléma megoldasara.

Balrekurzionak nevezziik, ha egy G=(N, T, S, H) nyelvtanban van olyan AeN, hogy A="Ar (valamely
re(NUT)* esetén). Kozvetlen balrekurziérél beszéliink, ha A=Ar vagyis van olyan szabaly, hogy
A — Ar.

A kozvetlen balrekurzié megsziintetésére szolgalo algoritmus 1épéseivel analég médon tovabbalakitva
a nyelvtant jutunk el a Greibach-féle normalalakig, ami a balrekurzi6 teljes kikiiszobolésével adodik:

2z

A kovetkezd normalforma az amerikai Sheila Greibach nevéhez fiz6dik.

15. Definicié. Egy kornyezetfiiggetlen nyelvtanrél akkor mondjuk, hogy Greibach-féle normalalakd,
ha minden szabdlya A — ar alakd, ahol AeN, a€T, reN". %

Igaz a kovetkez6 tétel, aminek bizonyitdsidt most nem kozoljiik, de a konstruktiv algoritmust egy
példan bemutatjuk.

47. Tétel. Minden kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz van vele ekvivalens Greibach normalforméju
nyelvtan.

Az eredmény jelent6sége az, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvek is generdlhatdak (a reguldris és a
linedris nyelvekhez hasonl6an) oly mddon, hogy a levezetés minden 1épésében torténik terminélis
bevezetése. Ennek kovetkeztében a levezetés 1épésszama pontosan annyi kell hogy legyen, mint a
levezetendd sz6 hossza.
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7.8. példa - Greibach normalforma 1.feladat

Adjunk meg a G({A,B,C},{0,1},S,H) nyelvtannal ekvivalens Greibach normélform4jui nyelvtant, ahol
H={

S — BC,

B — CS,

B—1,

C > SB,

C -0}

Megoldais:
(I.) A balrekurzio kiiktatasa

Allitsunk fel egy sorrendet a nemterminélisok kozt. Legyen ez most S < B < C'!

Alakitsuk 4t a szabdlyokat tigy, hogy a sorrendben kés6bb kovetkezd szabalybdl ne legyen levezethetd
olyan sz, melynek els6 betiije egy sorrendben el6rébb 1évé nemtermindlis (és haladjunk a védlasztott
sorrendben: tekintsiik el6szor az A — u alaki szabalyokat... (u € (N U T)™):

S — BC maradhat (S < B),

B — CS maradhat (B < C),

B — 1 maradhat.

C — SB helyett C — BCB, mert (C > S miatt, mintha a C =SB =BCB levezetésben mar az
S -re is alkalmaztunk volna szabalyt.)

majd C — BCB helyett C — CSCB és C — 1CB ( C > B miatt, mintha a BCB els6 B -jére is
alkalmaztunk volna mar levezetési szabdlyt.)

C — 0 maradhat.
(I1.) A kozvetlen balrekurzi6 kiiktatasa

S — BC,
B — CS,
B—1,
C — CSCB,
C - 1CB,
C—-0.

Csak a C — CSCB szabdly tartalmaz kozvetlen balrekurziot.

Csoportositjuk a C — u (u € (N U T)*) alakii szabélyokat az alapjan, hogy balrekurzivak, vagy nem.
Megjegyezziik, hogy egyik csoport sem lehet iires, ha rekurzi6 elé6fordul és a C nem felesleges
szimbdéluma a nyelvtannak.

Vezessiik be a C' 4j nemtermindlist, mely a sorrendben el6zze meg a mar 1étezbeket!
A sorrend tehiat C'< S < B < C legyen!

A balrekurziv C — CSCB szabdly helyett vegyiik fel a kovetkezdket:

C - 0C,

C — 1CBC,

(a nem balrekurziv szabdlyokat vegyiik fel gy is, hogy az j C’ szimbdélum szerepel a jobboldal végén)
C'— SCB,

C'— SCBC'.

(Az 4j nemtermindlissal a baloldalon vegyiik fel a balrekurziv szabaly(ok) jobb oldalét a balrekurziét
okoz6 kezd6 C nélkiil. Vegylik fel ezeket a szabdly(oka)t tigy is, hogy a jobboldal végén a C'is szerepel.)

Igy a szabalyok:
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S — BC,

B — CS,
B—1,

C - 1CB,
C—-0,

C - 0C,

C — 1CBC’,
C'— SCB,
C'— SCBC'.

(II1.) Ha a jobboldal elsé betiije nemtermindlis, akkor helyette a bel6le levezethetd jobboldalakat kell
behelyettesiteni:

C— 1CB;

C—-0;

C—-0C';

C — 1CBC'"; megfelel6 szabalyok

B—1;
B — CS helyett B— 1CBS, B — 0S, B— 0C'S, B — 1CBC'S; (vagyis a C helyett az el6z6 négy
szabdly jobboldalait)

S — BChelyett S — 1C, S = 1CBSC, S — 0SC, S = 0C'SC, S — 1CBC'SC; (vagyis a B helyett
az el6z4 ot szabdly jobboldalait)

C'— SCB helyett C' —» 1CCB, C' = 0SCCB, C' = 1CBSCCB, C' - 1CBC'SCCB, C' = 0C'SCCB ;
C'— SCBC' helyett C' = 1CCBC', C' - 0SCCBC', C' - 1CBSCCBC', C' = 1CBC'SCCBC',
C'— 0C'SCCBC'

Ezzel nyelvtanunk megfeleld formaju lett.
G=({S,B,C,C'},{0,1},S,H"), ahol H' szabalyai:{
C - 1CB,

C— 0,

C - 0C,

C — 1CBC,

B— 1,

B — 1CBS,

B — 08,

B — 0C'S,

B — 1CBC'S,

S— 1C,

S — 0SC,

S — 1CBSC,

S — 1CBC'SC,

S — 0C'SC,

C'— 1CCB,

C'— 0SCCB,

C'— 1CBSCCB,

C'— 1CBC'SCCB,

C'— 0C'SCCB,

C'— 1CCBC,

C'— 0SCCBC,

C'— 1CBSCCBC,

C'— 1bCBC'SCCBC,

C'— 0C'SCCBC’

}

Ha ezek a szabdlyok a jobboldali elsé termindlis utdn még tartalmaznanak termindlist,
akkor azt mar csak a normadlis alakra hozdsnal tanult médon, j nemtermindlisok bevezetésével
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kellene kiiktatni. %

7.4. A Bar-Hillel lemma

A kornyezetfiiggetlen nyelvek esetén a levezetések fa dbrdzoldsa (a levezetési fa) segitségével fogjuk
belatni a kdvetkezd iterdcios lemmdit:

48. Tétel. (Bar-Hillel lemma) Barmely L kornyezetfiiggetlen nyelvhez 1étezik olyan n természetes

szam, hogy Yz€L esetén IzI>n széra z=uvwxy alakban frhatd, ahol lvwxl < n, vx#4 €s uv'wx'yeL minden
i 20 egész szdmra.

Bizonyitds. Roviden ez a lemma azt mondja ki, hogy a nyelvben minden elég hosszi sz6hoz végtelen
sok rokon szerkezet(i tovabbi sz6 taldlhat6. A bizonyitdsndl elég A- mentes nyelvtanra szoritkoznunk.
Feltételezziik tovabb4, hogy a nyelvtanunk Chomsky-féle normélalakban adott. Ha egy zeL(G) szénak
a levezetése olyan faval dbrdzolhat6, amelyben a leghosszabb ut k hosszisdgu, akkor a Chomsky-féle

normdlalak miatt Izl < 2F, Tegyiik fel, hogy az N elemeinek szdma j és legyen n=2*1_Ha most z€L és
lzl>n, akkor az S= "z levezetési fajaban a leghosszabb ttnak j- nél hosszabbnak kell lennie. Vegyiik
ennek az utnak az utolsé j+1 hossziisdgu szakaszat. Lesz olyan AeN valtozd, amely ezen a szakaszon
legalabb kétszer el6fordul.

/
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A
/, v
7 A
S OA N
7 A .
4 YA N
/ 7/ \ A
/ 7/ . \ .
/ A A Y
/
’ \ N
/7 ” A \ N
/ / A \ N
’ P VAR \ h
’ PR \ N
’ ," / \‘ \ N
bl P> ' « > 4
u \' W X Yy

Vegyiik ennek a vdltozénak két ilyen el6forduldsat. Ezek koziil az els6hoz (az S- hez kozelebb
fekv6hoz) tartozé részfa végpontjainak megfelelo SZ0 legyen r, a masik részfa végpontjainak
megfeleld sz6 legyen w. Ezekre nyilvédn A="r és A="w, tovdbbd a w részszava r- nek tehdt
r=vwx valamely v, xeT" szavakra. Emellett nyilvdn z=ury is teljesiil valamilyen u, yeT szavakra.
Az A viltoz6 szoban forgd eléforduldsainak a megvalasztdsa miatt |rl < 2! Masrészt S:*uAy és
A="VvAx is fennall, tehat tetsz6leges i = 0 egész szdmra S=>*uviwxiy. Itt nem lehet v és x mindkett6
A, mert az A="vAx levezetés legaldbb egy 1épést tartalmaz, tekintve, hogy az A- nak két kiilonboz6
el6forduldsardl van sz6. Akkor pedig ebben a levezetésben az elsé 1épés csak egy A — BC alaku
szabdly alkalmazasa lehet, s ezért lvxl = 1, miutdn a nyelvtanunk A- mentes. Ezzel befejeztiik a lemma

bizonyitasat. il
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7.9. példa - A Bar-Hillel lemma alkalmazasa

Az (dbJ lj = 1} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Ha volna olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely generélja ezt a nyelvet, akkor a lemma szerint
volna olyan z=uvwxy sz6, hogy vx#A, és minden i =0- ra uviwxiy ehhez a nyelvhez tartozik. Az
uviwxiyzajbjcj Osszefiiggést azonban az u, v, w, x, y szavak semmilyen konkrét vdlasztdsa mellett sem
lehet végtelen sok i- re és j- re kielégiteni. Ugyanis v és x koziil egyik sem tartalmazhat tobbféle
betiit (hiszen ekkor a pumpélds sordn 1étrejovd sz6 alakjanem a b ¢ lenne). Ha viszont csak egyfélét
tartalmaznak, akkor az a, b, c koziil legaldbb az egyiknek a kitevdje i- tdl fiiggetlen lesz. %

A lemma alapjdn azt is kijelenthetjiik, hogy ha egy kornyezetfiiggetlen nyelv végtelen, akkor igaz rd
a konstansnovekmény elve, vagyis van olyan konstans n€N, hogy minden u szavdhoz van a nyelvnek

olyan szava, melynek hossza nem tobb, mint lul+n.

Tovébbi példdkat mutatunk a lemma alkalmazésara:
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7.10. példa - Bar-Hillel lemma 1. feladat

Bizonyitsa be, hogy az L ={aibicidj I i,j = 1} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Megoldas:
Tegyiik fel indirekt, hogy megadhaté olyan n természetes szdm, amely a Bar-Hillel lemma szerint
minden kornyezetfiiggetlen nyelv esetében létezik!

2nb2n6_2nd2n

Tekintsiik az a sz6t, ami nyilvanvaléan eleme a nyelvnek €s hosszabb n -nél.

Legyen a”"b*"c*"d*" = uvwxy, ahol vx # A, ekkor uv?wxy € L.
Ha v és x koziil valamelyik tartalmaz a-t, akkor lvwxl < n miatt egyikiik sem tartalmazhat c-t.

Igy a pumpilis kivezet a nyelvbdl.

Ha viszont v és x koziil valamelyik tartalmaz b-t, akkor lvwx| < n miatt egyikiik sem tartalmazhat d-t;
a pumpadlds igy is kivezet a nyelvbdl.

fgy tehat sem v, sem x nem tartalmazhat sem a-t, sem b-t, akkor viszont a sz6 hossza nem valtozhat,
ami ellentmond a lemma allitasanak. %

7.11. példa - Bar-Hillel lemma 2. feladat

Bizonyitsa be, hogy a L={wcw | w € {a,b} ! nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Megoldas:
Tegyiik fel indirekt, hogy L kornyezetfiiggetlen, ekkor legyen n a lemma éltal adott konstans.
2nb2nca2nb2n

Tekintsiik az a sz6t. Ekkor vx # A miatt a v az els§

a®"b?" blokk részszava kell, hogy legyen, amig az x a ¢ utdni blokk részszava.

Ellenkez6 esetben vagy a c-k szdma véltozna a pumpadlds sordn, vagy a c el6tti, illetve utani
blokkok hossza véltozna kiilonbozére.

[ vwx | < n miatt viszont igy a v csak b-ket, az x pedig csak a-kat tartalmazhat, igy viszont
az iterdcid kivezet a nyelvbdl. %

7.12. példa - Bar-Hillel lemma 3. feladat

Bizonyitsa be, hogy az L={ ak2| k =1} nyelv nem kornyezetfiiggetlen!

Megoldas:

Tegyiik fel indirekt, hogy L kornyezetfiiggetlen!

Ekkor igaz rd a Bar-Hillel lemma, tehat 1étezik olyan n szdm,

hogy minden n-t6] hosszabb L-beli sz6 felirhat6é a lemma szerinti uvwxy alakban,
hogy uvvwxxy, uvvvwxxxy ... is L-beli.

Legyen m* > n és a'"zzuvwxy és lvxl = ¢ > 0!

Ekkor m?+c,m*+2¢,m*+3c.... is négyzetszam kell legyen.

Kérdés tehat, hogy van-e olyan szigorian monoton novekvd szamtani sorozat,
melynek minden eleme négyzetszam?

Mivel két szomszédos négyzetszam kiilonbsége minden hatiron tuil nd,

ezért egyszer meghaladja c-t is, tehat nincs.

Vagyis ellentmondasra jutottunk. Az ellentmondds oka csak az indirekt feltétel hamis volta lehet. %
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7.13. példa - Bar-Hillel lemma 4. feladat

Kornyezetfiiggetlen-e az L={0"1%"}I m > 1} nyelv?

Ha igen, adjon meg hozza kornyezetfiiggetlen grammatikat,ha nem, bizonyitsa be!

Megoldas:

Ha a v csak 1-eseket, az x csak kétszer annyi O-t tartalmaz, akkor azok hatvanyozasaval
tovabbra is L-beli szavakat kapunk, ezért a Bar- Hillel lemmaval nem jutunk ellentmondasra.
pl:

v=0,

w=A\,

x=11.

Ekkor a lemma szerinti allandé n = 3.

A nyelv tehat lehet kornyezetfiiggetlen, és meg is tudunk adni egy, a nyelvet generalé nyelvtant:
G=({S},{0, 1}, S, {S—= 0511, S = 011}). %

7.14. példa - Bar-Hillel lemma 5. feladat

Kornyezetfiiggetlen-e az L={Oi12i0jl i,j =1} nyelv?
Ha igen, adjon meg hozz4 kornyezetfiiggetlen grammatikat, ha nem, bizonyitsa be!

Megoldas:

Két alapjdban eltérd mddon is kielégithetd a Bar-Hillel lemma:

- v-t 0-b6l, x-et 12-b3l valasztjuk, Ggy, hogy x kétszer hosszabb.
PIL:

v=0,

w=A\,

x=11.

Ekkor n=3.

- v-t és x-et is (/-b1 vélaszjuk.

PI:

v=0,

w=A\,

x=A\.

Ekkor n=3.

G=({S, A, B},{0, 1}, 5,{S - AB, A - 0A11, A — 011, B— 0, B — 0B}) pedig egy grammatika,
amely a keresett nyelvet allitja elS. %
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7.15. példa - Bar-Hillel lemma 6. feladat

Kornyezetfiiggetlen-e az L={0i1j02i|i, J =1} nyelv?

Megoldas:

Ha a két sz€lén vélasztjuk ki a "pumpaland6” részeket, akkor ezek tdvolsdga barmekkorara néhet,
igy nem tudjuk n alatt tartani, ezért a két "pumpdlandd” részt valasszuk az 1-esek koziil, illetve
az egyik legyen A:

v=I,

w=A\,

xX=\,

n=3.

Vagyis a Bar-Hillel lemmaval nem kertiltiink ellentmondésba, és ez a nyelv egyébként

tényleg kornyezetfiiggetlen:

A G=({S, A}, {0, 1}, S, {S — 0500, S — 0A00, A — 1A, A — 1})

2-es tipusu grammatika pontosan ezt a nyelvet generalja.

El6szor a 0-kat allitjuk eld S — 0500 szabdly i-1 szeri alkalmazaséaval,

majd a sz6 kozepét toltjiik fel 1-esekkel. *

7.16. példa - Bar-Hillel lemma 7. feladat

L={d"lp; az i-edik prim i > 1}
Bizonyitsa be, hogy az L nyelv nem kornyezetfiiggetlen!

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy L kornyezetfiiggetlen! Ekkor alkalmazhat6 ra a Bar-Hillel lemma,
vagyis, ha ¢ olyan prim, hogy nagyobb a lemma éltal 1étez8 n-nél, és az vx hossza m,
akkor c+m, c+2m, ..., c+cm is prim.

Marpedig c+cm=c(14+m) nem lehet prim. Vagyis ellentmondasra jutottunk. %

7.17. példa - Bar-Hillel lemma 8. feladat

Legyen L={ pp'llp'1 a p tiikorképe, p € T}, ahol T tetsz8leges dbécé.
Kornyezetfiiggetlen-e az L nyelv?

Megoldas:

Tetsz6leges L-beli sz6 esetén, ha a Bar-Hillel lemma szerinti v és x részszavakat
szimmetrikusan valasztjuk, akkor ezek "pumpdldsdval” tovabbra is L-beli szavakat kapunk,
tehdt az L nyelv "kiallja" a Bar-Hillel lemmat.

Hogy valdéban kornyezetfiiggetlen, ahhoz csak azt kell latni, hogy

ha a grammatikdnak csak S — aSa (a € T) és S — A tipust

szabdlyai vannak, akkor az pontosan az L nyelvet éllitja eld. %
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7.18. példa - Bar-Hillel lemma 9. feladat

L={a" b=m’*+3m+1, m > 1}
Bizonyitsa be, hogy az L nyelv nem kornyezetfiiggetlen!

Megoldas:

A bizonyitds azon mulik, hogy két szomszédos ilyen alakd szdm tdvolsaga
[(m+1)*+3(m+1)+1]-[m*+3m+1]=2m+4

minden hatdron tdl nhet, az uvwxy, uvvwxxy, uvvvwxxxy ... hosszai pedig szdmtani
sorozatot alkotnak. %

7.5. Veremautomatak

Ha a véges automata definiciéjdban az dllapothalmaz végességére vonatkozo6 kovetelményt elhagyjuk,
akkor (a véges abécéjli) végtelen automata fogalmahoz jutunk. Ez a fogalom e formédjiban tul
altalanosnak bizonyult, ezért bevezették a végtelen automatdk specidlis fajtdit.

7.19. példa - Verem miikodése

Az egyetemi menzdn az ételeket tdlcan szokds a kiszolgdl6 pultoktdl az asztalokhoz vinni. A tdlcdk a
kiszolgdl6 pultokndl egymds tetején vannak elhelyezve, s mindig csak a legfels6 tdlcat lehet elvenni.
Ha a legfels6 tdlca valamiért nem szimpatikus (szine vagy mds miatt), ahhoz hogy az alatta levd
valamelyik tdlcdhoz hozzaférjiink, le kell venni a legfelsét, s félretenni. Ezt a mozdulatot mindaddig
folytatnunk kell, mig a kivant (valamiért szimpatikus) tdlcdhoz nem jutunk. Ezutdn (ha rendeseknek
akarunk ldtszani) akkor a félretett tdlcdkat visszapakoljuk (tobbnyire forditott sorrendben mint ahogy
elvettiik) igy, hogy minden visszapakolt télca folé helyezziik a kovetkezd visszapakolandot. %

A veremautomatat eredetileg aritmetikai kifejezések szamitégéppel torténd kiértékelésére vezették be,
s torténeti érdekessége, hogy egy veremautomatat realizal6 szoftver volt az els6 olyan szamitogépes
szoftver termék, mely szabadalmi oltalmat kapott az USA-ban. Egyben ez volt a vildgon az elsd
szoftver szabadalom. (A szabadalmaztatds a hatvanas években tortént.)

A verem olyan alapvet6 adatszerkezet, amely fontos szerepet jtszik a programozds sordn is. A
szamitogép, anélkiil, hogy erre konkrét veremkezel$ utasitdsokat haszndlnank alkalmazza a verem
adatszerkezetet a rekurziv programozasi médszerek esetén. Tekintsiik a kovetkezd C-szerii pszeudo-
kédot, amely a jol ismert Hanoi-tornyai probléma megolddsara frodott.

7.20. példa - Verem, mint rekurzios eszkoz

Adott n paronként kiilonb6z6 méretli korong és harom rid. Kezdetben mind az n korong az elsd
(source) ridon van. Barmelyik rddon barmelyik pillanatban a korongok csak méretiiknek megfelel
sorrendben lehetnek: adott korong alatt néla kisebb sohasem lehet. A cél hogy az 6sszes n korongot
atrakjuk az els6 ridrél a mdasodik (target) rddra a harmadik (help) rid alkalmas segitségével,
oly médon, hogy minden lépésben egy korongot (a legfels6t) tudjuk athelyezni egy rddrdl egy
masik tetejére az el6bb ismertetett feltételt betartva. A megoldas sordn egyes rudakhoz, mint verem
adatszerkezethez tudunk hozzaférni.

function Hanoi (n,s,t,h){
if (n>0){

Hanoi (n-1,s,h,t);
novedi sk (s,t);

Hanoi (n-1,h,t,s);}

}
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Magyarazat: a Hanoi(n,s,t,h) hivasaval n korongot helyeziink 4t az s ridrdl a ¢ ridra ugy,
hogy kozben a h rudat segédriidként hasznalhatjuk.

Maisrészt a megoldds sordn a rekurziv hivdsok ugynacsak egy verem segitségével hajtédnak végre,

mindig a megfeleld helyre visszadva a vezérlést. Ahogy az el6z6 koéd kompaktsagén is latszik a
rekurzi6 segitségével nagyon tomor forraskdéddal tudunk feladatokat megoldani. %

A veremautomata esetén egy potencidlisan végtelen befogaddképességli veremmemoria Osszes
lehetséges tartalma eredményez végtelen sok allapotot. A veremmemoridt tigy képzelhetjiik el, mint
egy pozicidkra felosztott, egyirdnyban végtelen szalagot.

Minden poziciéba egy-egy jel irhat6. A jelek kiolvasasa, illetve torlése a bevitelhez képest forditott
sorrendben torténik (LIFO: Last In First Out adatszerkezet). Mas széval, a verem belsejének

zo 2

tartalmahoz kozvetleniil nem fériink hozza, hanem mindig csak a verem tetején 1évd jelet tudjuk

kiolvasni, illetve médositani (feliilirni, vagy tordlni) és csak a verem tetejére (a benn 1évdk folé)
helyezhetiink el djabb jelet.

A verem aljan kezdetben csak egy specidlis szimb6lum van, a kezd6 veremszimbdlum.

Altaldban az input szalaggal ellentétben, amit vizszintesen elhelyezkedének gondolunk, a vermet
legtobbszor fiiggbleges elrendezésilinek képzeljiik/rajzoljuk. A formalis lefrasunkban a hellyel val6
takarékossdg miatt, vizszintesen gy fogjuk elképzelni, hogy a legelsd betii a legfelsd; vagyis mintha
ez a szalag balra volna végtelen.

A veremautomata a véges bemend sz6t egy input szalagon kapja meg, melyrdl egy olvaséfejjel, balrdl
jobbra haladva betlinként tudja leolvasni a bemend sz6t. Az is megengedett, hogy az input szalag lires
legyen, azaz az liressz6t tartalmazza.

A veremautomatdhoz a potencidlisan végtelen veremmemoridn €s az input szalagon kiviil tartozik
még egy véges inicidlis nemdeterminisztikus kimend jel nélkiili automata, mely az input szalagrol
beolvasott betii, a verem tetején levd betli, valamint a belsd dllapota alapjin fogja a verem tetejét
és belsd éllapotit megvéltoztatni. Az is megengedett, hogy egy-egy ilyen elemi 1épés sordn az input
szalagon a soron kovetkezd betlit ne vegye figyelembe, és/vagy az dtmenet 1ényegében ne fiiggjon
a verem tetején 1€ve betlitdl. Azt az elemi 1épést, mikor a veremautomata az input szalagon soron
kovetkez$ betlit nem olvassa be (az olvasé fej helyben marad), A- 1épésnek is szokds hivni. Ezt a
véges inicidlis nemdeterminisztikus kimend jel nélkiili automatét a fejezet tovabbi részében a rovidség

kedvéért a vereamutomata véges automatdjanak (vagy véges vezérl§jének) hivjuk.

A veremautomata miikodésének kezdetekor a verem szinte iires (csak a kezd6 veremszimbdlum van a
verem aljan), az input szalag olvaséfeje a szalag els6 betiijére mutat (vagy ha az input szalag tartalma

7 z

az tiresszo, ezt érzékeli), s a veremautomatdhoz tartozé véges automata pedig a kezd6 allapotdaban van.

A miikodés veremautomata esetén is diszkrét idéskdla mentén haladva torténik. Ha a
veremautomatdhoz tartozé véges automata a miikodés sordn a teljes input elolvasdsaval eljut egy
végallapotba, akkor veremautomata megéll. A veremautomata megall akkor is, ha a hozz4 tartoz6
véges automata egy olyan dllapotban van, melyhez nem tartozik egyetlen alkalmas dtmenet sem.

zo 2

Az alkalmas atmenet 1étezése azt jelenti, hogy a verem tetején 1évé jel figyelembe vételével vagy

z. 2

anélkiil és az input szalagon 1év6 kovetkezd betii (ha van olyan) figyelembe vételével vagy anélkiil az
adott allapotbdl van lehetséges dtmenet egy masik dllapotba a veremautomata véges automatdjaban.

P

A veremautomatdhoz tartoz6 véges automata belsd allapotat a tovabbiakban roviden a veremautomata
belsd allapotdnak, vagy a veremautomata allapotdnak mondjuk. (Szigordan véve a veremautomata
belsd dllapotat egy par hatarozza meg, melynek elsé eleme a verem tartalma, a masodik pedig a

7 2

veremautomatdhoz tartozé véges automata belsd allapota, s igy tekintve a veremautomata végtelen.)

Ha az input szalagon egy nem iiresszé van, s a veremautomata gy all meg végéllapotban, hogy

el6zdleg az input szalag utolsé betiijét is beolvasta, akkor azt mondjuk, hogy a veremautomata az
input szalagon levd sz6t elfogadta. Ha a veremautomata gy all meg végallapotban, hogy az input
szalag tartalma az iiressz6, akkor azt mondjuk, hogy a veremautomata az iiresszot elfogadta. Akkor

z 7

mondjuk, hogy a (nemdeterminisztikus miikodésti) veremautomata egy bemend szét elfogad, ha
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van olyan futdsa (miikodésmaddja), hogy a bemend sz6t elfogadja. A veremautomata 4ltal elfogadott
bemend szavak Osszeségét a veremautomata dltal elfogadott nyelvnek hivjuk. A veremautomatdknak
tobbféle definicidja is ismert, a kovetkez6kben tobbféle (4ltaldnosabb és egyszerlibb modellt is
megvizsgdlunk). Létni fogjuk, hogy a veremautomatdk altal elfogadott nyelvek osztilya épp a
kornyezetfiiggetlen nyelvek osztédlya.

Formalisan, egy veremautomata (PushDown Automaton) a kovetkezd hetes: PDA=(Q, T, Z, qo, Zo,
d, F) ahol

Q a belsé dllapotok nem iires és véges halmaza, vagy mas néven allapot dbécé,
T az inputdbécé, vagy szalagdbécé,

Z a veremdbécé,

qo€Q a veremautomata kezdd dllapota,

ZoeZ a verem kezddjele ("alja"),

d leképezés a Ox(TU{A})xZ- bdl a QxZ* véges részhalmazaiba a (nemdeterminisztikus) dtmeneti
fiiggvény,

FCQ a veremautomata végdllapotainak halmaza.

Egy veremautomata pillanatnyi konfigurdcidjén értjiik azt a (u, g, z) hdrmast, ahol ueT” az input még
fel nem dolgozott része, z€Z" a veremmemdria pillanatnyi tartalma ( z els betiije a verem tetején 1évo
betli), geQ pedig a veremautomata pillanatnyi belsé dllapota. Egy veremautomata minden 1€pésben a
pillanatnyi konfigurdciébodl a d dtmeneti fiiggvény definicidja értelmében egy vagy tobb pillanatnyi
konfigurdciéba mehet 4t (vagy épp nem mehet it egybe sem). Mint mar emlitettiik, az 4&tmenet torténhet
oly médon, hogy kozben a veremautomata nem kéri a bemend jelsorozat kovetkezd jelét ( A- 1épés).

A PDA veremautomata egy (au, g, Xz)e(T*xQxZ+ ) konfigurdciét egy lépésben dtalakit a (u,
J22 tz)e(T*xQxZ*) konfiguricidba, ahol ac(TU{A}), XeZ pedig a verem tetején levsd szimbdlum,
(jelekben: (au, g, X2+ ppa(u, p, 1), vagy csak egyszerten: (au, q, Xz)F(u, p, tz)), ha van olyan acTU{A},
P, g€Q, valamint eZ’, hogy a kovetkez6 Osszefiiggés fenndll: (p, r)ed(q, a, X).

Egy veremautomata a (u, ¢, z)E(T*XQxZJr ) konfiguraciét (véges 1épésben) dtalakit (atalakithat) a (v,
p, t) konfiguracioba - jelekben: (u, g, z)i—*(v, p, t) - ha van olyan véges konfiguraciésorozat Py, Py, ...,
P,, melyenk els6 tagja Po=(u, g, z), utolso tagja P,=(v, p, ), és barmely két egymadst kdvetd tagjdra
PirppaPiy1 (i=0,...,n-1) fennall.

A veremautomata éltal (végallapottal) elfogadott nyelv:
L(PDAf)={weT*I(w, q0, Zo (A, p, z) valamely z€Z" és pEF esetén }.

Lathat6, hogy a veremautomata egy 1épésben egy jelparon tud operacidt végrehajtani, aholis a jelpar
egyik tagja a veremabécé egy jele, a masodik tagja pedig az input dbécé egy betlije, vagy az iiresszo.

Az eddigiek sordn a veremautomata végallapottal fogadta el a nyelvet, a szakirodalomban ugyanilyen
jol ismert az iires veremmel elfogadé automata. Sok esetben, mint pl. a rekurziv programok esetén is,
akkor tekintjiik a rendszer miikodését helyesen befejezettnek, ha végiil kiliriil a verem.

Egy PDA=(Q, T, Z, qo, Zy, d, F) veremautomata iires veremmel fogadja el az
L(PDA)={weT [(w, qo, Zo)F (A, p, A) valamely peQ esetén } nyelvet.

Egy iires veremmel elfogadé veremautomata esetén (vagyis ha az L(PDA.) nyelvre vagyunk
kivancsiak), tulajdonképpen az F végéllapotok halmazdra nincs is sziikség.

A veremautomatdkat is megadhatjuk grafikusan a véges automatdkhoz hasonlé médon: korokkel
jeloljiik az éllapotokat, kiilon (egy bemend nyillal) megjelolve a kezddallapotot. Végallapottal
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elfogadd automata esetén duplakarikdkkal jeloljiik a végéllapotokat, iires veremmel elfogad6 automata
esetén pedig nincs végdllapot (vagyis a végallapotok hidnydval jelezziik, hogy iiresveremmel
elfogaddsrdl van sz6). A d d&tmenetfiiggvény alapjan, ha (p, H)ed(g, a, X), akkor egy irdnyitott él vezet a
q allapotbdl a p allapotba és az élen az (a, X/t) cimke (a€TU{A}, XeZ, A ) mutatja, hogy az dtmenet
akkor lehetséges ha a- t olvasunk az input szalagrél mikézben X van a verem tetején, amit az dtmenet
sordn a 7- vel helyettesitiink.

Egy tetszbleges veremautomata esetén a végallapottal, illetve az iires veremmel elfogadott nyelvek
nagyon kiilonbozhetnek egymastol. Ezért nagyon fontos, hogy, ha adva van egy veremautomata, akkor
legyen adott az is, hogy mely médon akarjuk azt nyelv elfogaddsra haszndlni.

7.21. példa - Végallapottal elfogad6 veremautomata mikodése

Olyan veremautomata miikodés kizben, mely az a”'b" alaki szavakat fogadja el:

a"b" alaku szavak elfogadasa

d|a a a b|b|b|b

&

(qo)
kq_qf_L‘ 1

A weremautomata az a"B” alakl =zavakat fogadja el

A= ({go. qu-qv} {2. b} {L &}, o, Zo. & {qu}). 1
6(a0. 3, Za) = (. 17a),

#{gp. 2.1) = (go. 11], 1
d(go. b, 1) = (g1, A),

#{g. b.1) = (g1, A), Z
g A o) = (av. Za). 0

*

7.22. példa - Az azonos szamu a és b betiibdl all6 szavakat végallapottal elfogad6
veremautomata

A kovetkezd veremautomata olyan szavakat fogad el, melyekben az a- k és b- k szdma megegyezik.

Egyenlo szamu "a" es 'b" elfogadasa

alb/ b a a|a|bl|b

(qo)
ﬁ_q;

A veremautomata azokat a szavakat fogadja el

amelyekben egvenld szami "a" s "h" taldlhatd.
A= ({go.gv}. {2, b} {1,2. 2o} qo. Zo. 6, {qu}).
3(qo. 3. Za) = (Go. 1Za). d(qo. b. Zo) = (qa. 2Z0). - 9
#(go. 3.1) = (go. 11]. d(qn.b.2) = (g, 22].
8(go.3,2) = (go. A}, §(ga. b, 1) = [qo. A). 7
(30, A Zo) = (9us Zo)- 0
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7.23. példa - A Dyck nyelvet végallapottal elfogadé automata

Az aldbbi veremautomata a helyes zaréjelek nyelvét (Dyck nyelvet) fogadja el.

A Dyck nyelw

:_.-' --\'.
(%)
A veramautomata a Dwck nyelvet fogadja =l
A= ({go.qvt. [(:)} {1 Zo}. qo. Zo. 6 {qu}). 1
d( @, [ &) = (go. LEg).
d(go. [, 1) = (g, 11], 1
A gn. 1. 1) = (@m. A),
& go. X, Fy) = (a,. Za).
(go. M Za) = (a, ZD

*

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a veremautomakkal végallapottal elfogadott nyelvek osztilya
megegyezik a veremautomakkal {ires veremmel elfogadott nyelvek osztalyaval. Az allitast két részben,
konstruktivan bizonyitjuk.

49. Tétel. Legyen L nyelv olyan amit a PDA; veremautomata végallapottal elfogad. Ekkor van olyan
PDA, veremautomata amely ugyanezt a nyelvet iires veremmel fogadja el.

Bizonyitds. Legyen PDA=(Q, T, Z, qo, Zy, d, F). Ekkor megkonstrudlunk egy PDA.=(Q", T, Z', q',
Z', d', ©) automatat a kovetkez6képpen:

Q '=QU{Q,O, Qf}, ahol q'Os qﬂQ 5
Z'=72U{Z'y}, ahol Z'y¢Z;
d'- t pedig a kovetkez6képpen szdrmaztatjuk d- bol.

Legyen d'(q'o, Z'0)={(q0, ZoZ'9)}. Tovabba, minden p, geQ, acTU{A}, XeZ, t€Z esetén, legyen
(p, Hed'(g, a, X) pontosan akkor, ha (p, H€d(g, a, X); valamint legyen (g5, A)ed (g, A, X) minden
ge(FU{qy}) és XeZ' esetén.

Az igy konstrudlt PDA, automata elsé 1épése csak az lehet, hogy dtmegy a szimuldlandé PDAy
kezd6allapotdnak megfeleld dllapotba, mikdzben a verembe a PDAykezd6 veremszimbdluma bekeriil
a PDA, kezd6 veremszimbdluma f6lé.

Ezutdn az automata a PDA; automata egy futdsat szimuldlja, amig az egy végéllapotba nem jut vagy
el nem akad.

Ha a PDAyegy végallapotba jutna, akkor, €s csak ekkor, a PDA, automata dtmehet a gy allapotba input
olvasdsa nélkiil, és kiiiritheti a verem tartalmat.

PDA, pontosan akkor fogad el egy szét, ha a szimuldlandé PDAy végigolvasta a szot €s ekkor
végallapotba keriilt, vagyis pontosan a kivant nyelvet fogadja el. I

50. Tétel. Legyen L nyelv olyan amit a PDA, veremautomata iires veremmel elfogad. Ekkor van olyan
PDAr veremautomata amely ugyanezt a nyelvet végallapottal fogadja el.
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Bizonyitds. Legyen PDA.=(Q, T, Z, qo, Zo, d, F). Ekkor megkonstrudlunk egy PDA~(Q", T, Z', q',
ZY, d', {qr}) automatat a kdvetkez6képpen:

0'=0U{q", g}, ahol q'o, q/2Q ;
Z'=7UZ"y, ahol Z'p¢Z;
d'- t pedig a kovetkezSképpen szarmaztatjuk d- bol.

Legyen d'(q'o, Z'0)={(q0, ZoZ'p)}. Tovabb4a, minden p, geQ, acTU{A}, XeZ, A esetén, legyen (p,
1ed'(q, a, X) pontosan akkor ha (p, H)€d(q, a, X). Ezen kiviil legyen (g5, A)€d (g, A, Z'p) minden geQ
esetén.

Az igy konstrudlt PDAy automata els lépé€se csak az lehet, hogy dtmegy a szimuldlandé PDA,

kezd6allapotdnak megfelels dllapotba, mikézben a verembe a PDA, kezd6 veremszimbd6luma bekertiil
a PDAskezdS veremszimbdluma fol€.

Ezutdn az automata a PDA, automata egy futdsat szimuldlja, amig annak verme ki nem iiriil (ekkor
most Z'y a veremtartalom) vagy el nem akad.

Ha a szimuldland6 verem kiiiriilt, €s csak ekkor, a PDA;dtmehet végéllapotba.

PDA;pontosan akkor fogad el egy szot, ha a szimuldlandé PDA, végigolvasta a sz6t €s ekkor kiiiriilt
a verme, vagyis pontosan a kivant nyelvet fogadja el. I

Az el6z6 konstrukcidval kicsit tobbet is beldttunk a tervezettnél: minden a veremautomatdk 4ltal
elfogadodtt L nyelvhez van olyan PDA veremautomata, amely L-et fogadja el végallapottal és iires
veremmel is, rdaddsul egyszerre végallapottal és liresveremmel fogadja el L minden szavat (és csak
ezeket).

3. Kovetkezmény. A veremautomatakkal végillapottal elfogadott nyelvek osztilya megegyezik a
veremautomakkal tires veremmel elfogadott nyelvek osztdlyaval.

A kovetkez6kben a veremautomatdk és a kornyezetfiiggetlen nyelvosztaly kapcsolatara deritiink fényt.

51. Tétel. Minden kornyezetfiiggetlen L nyelvhez megadhaté egy PDA veremautomata, amely L-et
fogadja el lires veremmel.

Bizonyitds. Legyen adott G=(N, T, S, H) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely L-et generdlja. Ekkor
definidljuk PDA=(Q, T, Z, q, Zy, d, ©)- t a kovetekezSképpen:

legyen O={q};

T abécé megegyezik a G nyelvtannil megadott termindlis dbécével, hiszen ugyanazt az L nyelvet
szeretnénk elfogadtatni, amit G generdl;

Z=NUT; Zy=S ; d-t pedig a H alapjan a kovetkez6képpen definidljuk:
legyen (g, t)ed(q, A, a) pontosan akkor, ha A — t€H ezen kiviil legyen (¢, A)€d(q, a, a) minden a€T- re.

Konnyen belédthatd, hogy az automata a w szé elfogaddsa sordn annak egy legbalodali levezetését
szimuldlja. I

7z

Az el6z6 konstrukcidban egy allapottal dolgoztunk, tulajdonképpen dllapotra igy nincs is sziikség.
Allapotnélkiili veremautomatardl beszéliink, ha az eredeti definiciénknak megfeleld automatinak
csak egy allapota van. Vildgos hogy ilyen automatdk esetén az elfogadds iires veremmel torténik.
Bevezethetjiik a kovetkez6 roviditést: PDA,=(T, Z, Zy, d)- vel jeloljiik az iires veremmel elfogadd
allapotnélkiili veremautomatit (egyszerien elhagyva a hetesbdl, illetve a d leképezésbdl az

allapotokat). Az el6z8 tétel bizonyitdsdval, a tételnél erésebb dllitdst bizonyitottunk be: minden
kornyezetfiiggetlen nyelv iires veremmel elfogadtathaté dllapotnélkiili veremautomatdval.

Ha az el6bbi konstrukciét specidlis, pl. Chomsky vagy Greibach normadlalakd nyelvtanra végezziik
el, akkor megspdrolhatéak azok a 1épések, amelyek a termindlisokat a verembe helyezik (ha a verem
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tetején termindlis van, akkor csak olyan 1épés kovetkezhet, ami ezt kiveszi onnan, mikdzben a szalagrol
olvasunk).

Chomsky-féle normalalakia G=(N, T, S, H) nyelvtan esetén a PDA,=(T, N, S, d) fogadja el a nyelvet
ahol Aed(a, A) pontosan akkor, ha A — a€H és BCed(A, A) pontosan akkor, ha A — BCeH.

Greibach normélforma hasznélata esetén ted(a, A) pontosan akkor, ha A — ateH valamely AeN, a€T,
teN” esetén.

Ezek alapjan gondolhatnank azt, hogy ha allapotokat is megengediink, akkor a veremautomatik
a kornyezetfiiggetlen nyelveknél b&vebb nyelvosztily elfogaddsdra képesek. Ezzel ellentétben
belathat6, hogy az allapotok szimuldlhatéak allapotnélkiili automataval is (a veremdbécé megfeleld
kitejesztésével). Nem az Aallapotnélkiili és allapotokkal rendelkezé automatdk ekvivalencidjat
fogjuk kozvetleniil bizonyitani, hanem tetszéleges PDA veremautomatdhoz megkonstrudljuk azt a
kornyezetfiiggetlen nyelvtant, amit PDA elfogad iires veremmel.

52. Tétel. Minden PDA veremautomatahoz 1étezik olyan G kornyezetfiiggetlen nyelvtan, hogy
L(PDA.)=L(G).

Bizonyitds. Legyen tehat PDA=(Q, T, Z, qqo, Zy, d, F) adott. Készitsiik el a G=(N, T, S, H) nyelvtant a
kovetkezd médon. Legyen N={[p, X, q] | p, gcQ, XeZ}U{S}. A szabdlyok pedig legyenek:

- S = [q0, Zo, q] minden g€Q- ra.

- [p. X, q] — alq1, Y1, q21l92, Y2, g3]...[qn> Yu, g] minden lehetséges g1, g2, ..., g,- e (n21), ha
(g1, Y1...Y)Ed(p, a, X)

- [p, X, g] — a pontosan akkor, ha (¢, A)ed(p, a, X).

Az els6 1épésben nemdeterminisztikusan megtippeljiik az utolsé dllapotot az elfogadaskor. A masodik
Iépésbeli szabdlyokkal nemdeterminisztikusan tippeliink a kozbiils6 ¢y, ..., g, dllapotokra. Ekkor
indukciéval megmutathatd, hogy pontosan akkor lesz termindld levezetés G-ben egy w széra, ha azt
a PDA automata elfogadja. Il

4. Kovetkezmény. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya egybeesik a veremautomatdk 4ltal (akar
végallapottal, akdr iires veremmel, akar egyszerre mindkettével) elfogadott nyelvek osztalyaval.

7.24. példa - Allapotnélkiili, iires veremmel elfogad6 automata miikodése és a
legbaloldalibb levezetés kapcsolata

Legyen G=({S},{1,+},5.{S — S$+S, S — 1}). A kovetkezd dbrdkon egy, a G-vel ekvivalens
veremautomata miikodése, mellette pedig egy G-beli legbaloldalibb levezetési fa felépiilése lathatd.
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A veremautomata iires veremmel elfogadta az 1+1+1+1 szét:

S E[IHII
PN .
S+ i I §
s\/i\s 1
Yy
! ! ASISTS
2871
LU

*
A tovabbiakban a veremautomatak néhdny specidlis véltozatat vizsgaljuk meg.
Ha a PDA=(Q, T, Z, qo, Zo, d, F) olyan, hogy

- minden peQ, acT és XeZ esetén fennall, hogy ld(p, A, X)l+ld(p, a, X)| = 1 (vagyis nem lehet tiresszavas
atmenet értelmezve olyan allapot és veremszimbo6lum pérra, amire van értelmezve nem iiresszavas
atmenet is), valamint

- minden peQ, acTU{A} és XeZ esetén ld(p, a, X)| =1 (vagyis maximum egyféle dtmenet van
értelmezve),
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akkor determinisztikus veremautomatarél beszéliink. Ervényes a kovetkezd tétel.

53. Tétel. A determinisztikus veremautomatak altal elfogadott nyelvek osztilya valddi részosztdlya a
nemdeterminisztikus veremautomatdk 4ltal elfogadott nyelvek osztalyanak.

A determinisztikus veremautomatdk altal végallapottal elfogadott nyelvek osztalyat determinisztikus
kornyezetfiiggetlen nyelveknek hivjuk.

A determinisztikus veremautomatdkkal iires veremmel elfogadhat6 nyelvek osztilya valddi része a
végallapottal elfogadhat6 nyelvek osztilyanak. A determinisztikus veremautomatdkkal tires veremmel
elfogadhat6 nyelvek osztalya egy nagyon sziik nyelvosztily, hiszen az automatdnak determinisztikus
maédoén ki kell iiritenie a vermet az adott sz6 elolvasdsakor (utdn) anélkiil, hogy tudnd van-e még hatra
az inputbol.

Itt jegyezziik meg, hogy a linedris (nyelvtanok altal generdlt) nyelvek éppen az egyszerfordulo
veremautomatdk altal elfogadott nyelvek osztilya. Az egyszerfordulé veremautomatdk olyan speciélis
veremautomatdk amelyek miikodésiik kozben el6bb csak "toltik" a vermet, aztdn pedig csak "tritik".
Az atmenetfiiggvényiik olyan, hogy ha volt mar torlés a verembdl (vagyis olyan dtmenet, amikor
a legfelsé veremszimb6lum helyére csak a A keriilt), akkor mar nem tehetnek a verembe udjabb
szimbdlumokat.

A linedris nyelvtanok levezetési fdit tekintve éppen az torténik, hogy a baloldali dgakon levd
termindlisok elolvasdsa kozben a f6ig (a nemtermindlisok) bekeriilnek a verembe, és ennek
megfelel6en, Sket forditott sorrendben kiszedve olvassuk el a jobb oldali terminalisokat.

A determinisztikus egyfordulds veremautomatdk daltal elfogadott nyelveket tekinthetjiik egyféle
determiniszikus linedris nyelveknek (detLin). Ez a nyelvosztily viszont halmazelméletileg nem
0sszemérhetd a determinisztikus 2-fejii automatdk altal definialt 2detLin nyelvosztallyal a tartalmazasi
reldcidra nézve.

A palindromék nyelve 2detLin nyelv, de nem detLin (a veremautomata nem tudja mikor értiink a sz6

kozepére, {gy determinisztikusan nem tud "fordulni"). Viszont az {d"ba"}U{a*"ca"} nyelv detLin, de
nem 2detLin.

Egy veremautomatat szdmldlo-automatdnak hivunk, ha a verem tartalma csak X *Zo lehet, ekkor a nem
torolhetd kezdé veremszimbdlumon (a veremalja jelen) kiviil csupan egyetlen veremszimbd6lum 4ll
rendelkezésre. Tulajdonképpen a veremnek igy csak kétféle szimbdlum lehet a tetején: X ha a verem
"nemiires", és Zy, ha a verem "iires". Tulajdonképpen egy szdmldlonk van amely értéke tetszSleges
természetes szam lehet, viszont az automatank csak azt a két esetet tudja megkiilonboztetni, hogy nulla
vagy pozitiv az érték. Az ilyen szdmldléautomataval elfogadott nyelveket szdmlalonyelveknek hivjuk.
Megmutathat6, hogy pl. a palindrémdk nyelve nem szamlalonyelv, igy teljesiil a kovetkezd

54. Tétel. A szamlalonyelvek osztilya a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztdlyanak valddi része.

7.25. példa - Veremautomatak 1. feladat

Adjunk meg a G 2-es tipusti grammatikdhoz egy olyan veremautomatat, amely
a G grammatika 4ltal generdlt nyelvet ismeri fel, majd mutassuk meg, hogy

az 10011 szét felismeri az automata!

G=({S,A,B},{0,1},5,H),ahol H szabdlyai:

S— SA, S — AB,

A — BS, B — SA,

A—-1,S—-1,B-0.

Megoldas:
Egy olyan megoldast fogunk adni, amely a G nyelvtan dltal generdlt nyelv szavait
egyszerre fogadja el végéllapottal és iires veremmel.
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- A szalagabécé élljon a grammatika termindlisaibol,

- A veremabécé pedig tartalmazza a termindlisokat, a nemtermindlisokat és a kezd6 veremszimbdélumot!
- A belsé éllapotok halmaza 3 elembdl 4ll, melybdl egy kezds- egy altaldnos- és egy végallapot.
- Az atmenetfiiggvény definidldsa:

- Kell egy olyan szabdly, hogy a kezd6 veremszimb6lum folé irja az S kezd6szimbdlumot, és
atviszi az automatat altaldnos dllapotba!

- Kellenek olyan szabdlyok, hogy az automata a szalagrél nem olvas,

a verem tetejérdl olvassa a H-beli szabdlyok bal oldalt, majd

visszairja forditott sorrendben a jobb oldal4t!

- Kellenek olyan szabélyok, hogy a szalagrél és a verem tetejérdl ugyanazt olvassuk,

majd nem frunk semmit a verem tetejére!

PDA = ({q0. q1, 92},{0, 1}, {S, A, B, 0, 1,20}, g0, z0. 6, {g2}).

8(qo, A, 20)={(q1, Sz0)},

8(q1, 4, $)={(q1, SA), (91, AB), (q1, D)},

8(q1, 4, A)={(q1, BS), (q1, D},

5(511, A! B):(QI, SA)) (511: O)}r

o(q1, 1, D={(q1, M},

5(511, O) 0)={(611’ A)})

5(511, A! ZO)={(C]2, A)}

A Cocke-Younger-Kasami algoritmusos fejezet 7.35. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 1. feladat
segitségével taldlhatunk a kovetkezd legbaloldalibb levezetésére az 10011 szénak:

S=SA=SAA=ABAA=1BAA=10AA=10BSA=100SA=1001A=10011.

Ezt levezetést haszndlva mutatjuk meg az automata miyen 1épéseken at ismerheti fel az 10011 sz6t:
Az automata miikodése el6tt a konfiguracié: (szalagon még hatra 1évé inputrész, dllapot, verem)
(10011, qo, zo)

1. 1épés: Irjuk a kezdS veremszimbSlum felé S-t! Ezt megteheti az automata, mert (g, Szo) € 3(qo,
A, 20).

(10011, gy, Szp)

2. 1épés: Az automata a verem tetejét SA-ra cserélheti mivel (g;, SA)e d(q1, 4, S). (Alkalmaztuk az
S — SA szabalyt.)

(10011, gy, SAzo)

3. 1épés: Az automata a verem tetejét SA-ra cserélheti mivel (q;, SA)e d(qy, A, S). (Alkalmazzuk az
S — SA szabalyt.)

(10011, g1, SAAzg)

4. 1épés: A verem tetején az S helyett egy B-t majd egy A-t rakhat, mivel (q;, AB)e &(q1, 4, S).
(Alkalmazzuk az § — AB szabdlyt.)

(10011, g1, ABAAz)

5. 1épés: A verem tetején 1év6 A-t 1-esre cserélheti, mert (g1, 1)€ d(qy, A, A). (Alkalmazzuk az A —
1 szabdlyt.)

(10011, g1, 1BAAzy)
6. 1épés: A szalagrdl olvashat az automata és a verembdl tordlhet, mert (g, )€ (g, 1,1).

(001 1, q1, BAAZ())
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7.1épés: A verem tetején 1év6 B-t 0-dsra cserélheti az automata, mert (q;, 0)€ 8(qy, A, B). (Alkalmazzuk
a B — 0 szabdlyt.)

(0011, g1, 0AAZ)
8. 1épés: A szalagrol olvashat és a verembdl torolhet az automata, mert (q;, A)€ 5(g;, 0, 0).
(011, g1, AAzp)

9. Iépés: A verem tetején az A helyett egy S-t majd egy B-t rakhat, mivel (g, BS)e (q1,4,A).
(Alkalmazzuk az A — BS szabdlyt.)

(011, g1, BSAz)

10. 1épés: A verem tetején 1év6 B-t 0-dsra cserélheti az automata, mert (g;, 0)e 5(q;, A, B).
(Alkalmazzuk a B — 0 szabadlyt.)

(011, g1, 0SAzp)
11.1épés: A szalagrdl olvashat és a verembdl torolhet az automata, mert (¢, )€ d(q;, 0, 0).
(11, g1, SAzp)

12. 1épés: A verem tetején 1év6 S-t 1l-esre cserélheti az automata, mert (q;, 1) (g1, 4, S).
(Alkalmazzuk az § — 1 szabdlyt.)

(11, g1, 1Azp)
13. 1épés: A szalagrol olvashat és a verembdl torolhet az automata, mert (g1, A)€ 6(q;, 1, 1).
(1, g1, Azp)

14. 1épés: A verem tetején 1évé A-t l-esre cserélheti az automata, mert (q;, 1)€ 5(q1, 4, A).
(Alkalmazzuk az A — 1 szabalyt.)

(1, q1, 1z0)

15. 1épés: A szalagrol olvashat €s a verembdl torolhet az automata, mert (g1, )€ d(qy, 1, 1).
(4, q1, 20)

16. 1€pés: Az automata dtmehet végallapotba és kiliritheti a vermet, mert (¢»,4) € 8(q1, 4, zo)
(4, g2, ),

vagyis az automata iires veremmel és végallapottal felismerte az 10011 szét.

II. megoldas:

Mivel a nyelvtanunk (termindlis) normélalakd, azaz termindlis csak X — x szabalyokban fordul eld,
ahol XeN és xeT, ezért az atmenetfiiggvény a kovetkez lehet:

- Kell egy olyan szabdly, hogy a kezd6 veremszimb6lum folé irja az S kezd6szimbdlumot, és
atviszi az automatét dltalanos dllapotba!

- Kellenek olyan szabalyok, hogy az automata a szalagrél nem olvas,

a verem tetejérl olvassa a H-beli szabdlyok bal oldalat, majd

visszairja a jobb oldalat, ha a jobboldal nem tartalmaz termin4list!

- Kellenek olyan szabdlyok, hogy a szalagrél x-et és a verem tetejérdl X-et olvassuk,

majd nem frunk semmit a verem tetejére, ha X — xeH, és XeN, xeT!
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- Es kell egy olyan szabaly, hogy ha dltaldnos dllapotban olvassa az automata a kezdd veremszimbélumot,
akkor menjen 4t végallapotba!

Ekkor a veremautomata:

A({qo. 91, ¢2}, {0, 1}, {S, A, B, 0, 1,20}, qo, 20, 6, {g2}).
8(qo, A, 20)={(q1, Sz0)},

8(q1, 4, $)={(q1, SA),(q1, AB)}

5(511, A! A):{(QI, BS)})

5(511, A! B):{(QI, SA)})

5(511, 1, A)={(6]1, l)}’

8(q1, 1, $)={(q1, M},

5(511, O) B)={(6]1, l)}’

5(511, A! ZO)={(C]2, A)}

A masodik automata miikodése:

(1001 1, q0, Z())

1. 1épés: frjuk a kezd6 veremszimb6lum felé S-t! Ezt megteheti az automata, mert (g, Szg) € 6(qo,
A, 20).

(10011, g1, Szo)

2. 1épés: Az automata a verem tetejét kicserélheti SA-ra mivel (g1, SA)e 5(qy, 4, S). (Alkalmaztuk az
S — SA szabalyt.)

(10011, g1, SAzo)

3. 1épés: Az automata a verem tetejét kicserélheti SA-ra mivel (g1, SA)€ 6(q1, 4, S). (Alkalmaztuk az
S — SA szabadlyt.)

(10011, g1, SAAzp)

4. 1épés: Alkalmazzuk az S — AB szabdlyt! (g1, AB) € 6(qy1, 4, S).
(10011, g1, ABAAzp)

5. 1épés: A szalagrdl olvasunk, a verembdl torliink. (g, 1) € (g, 1, A).
(0011, g1, BAAzp)

6. 1épés: A szalagrdl olvasunk, a verembdl torliink. (g, 1) € (g;, 0, B).
(011, g1, AAzp)

7. 1épés: (q1, BS) € 6(q1, A, A). (Alkalmazzuk az A — BS szabalyt.)
(011, g1, BSAzp)

8. 1épés: A szalagrol olvasunk, a verembdl torliink. (g, A) € 8(g1, O, B).
(11, q1, SAzp)

9. 1épés: A szalagrdl olvasunk, a verembdl torliink. (g, 1) € 5(qy, 1, S).
(1, g1, Azp)

10. 1épés: A szalagrol olvasunk, a verembdl torliink. (g1, 4) € 6(gq;, 1, A).

(A’ q1, ZO)
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11. 1épés: (g2,A) € 8(q1, A, zo)
(4, g2, 4),

vagyis az automata tires veremmel és végallapottal felismerte az 10011 sz6t. *

7.26. példa - Veremautomatak 2. feladat

Adjunk meg olyan veremautomatit, amely pontosan a kovetkezd grammatika dltal generdlt nyelv szavait
ismeri fel, és mutassuk meg, hogy a bbcbba szét is elfogadja!

G=({S,A,B,C,D},{a,b,c},S,H), ahol H szabdlyai:

S—AB,A— CA,A— SS, B— CD,

A—-bD—-aC—c C—b

Megoldas:

Al{qo 91, 2}, {a, b, ¢}, {S, A, B, C, D, a, b, ¢, 20}, q0, 20, 6, {q2})

(g1, Sz0) € 8(q0, 4, z0),

(g1, AB) € 6(q1, 4, S),

(g1, CA) € 8(q1, 4, A),

(q1, SS) € 6(q1, 4, A),

(g1, CD) € 8(q1, 4, B),

(g1, b) € 8(q1, 4, A),

(q1, a) € 8(qy, 4, D),

(g1, ©) € 6(q1, 4, O),

(q1, b) € 6(qy, 4, C),

(g1, A) € 8(q1, a, a),

(g1, A) € 8(q1, b, b),

(g1, 1) €6(qy, ¢, ©),

(g2, A) € 6(q1, A, z0)- Az egyetlen legbaloldalibb levezetés (pl. a Cocke-Younger-Kasami algoritmusos fejezet
7.37. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 3. feladat alapjan):
S=AB=CAB=bAB=bCAB=bbAB=bbCAB=bbcAB=bbcbB=bbcbCD=bbcbbD=bbcbba
A sz6 felismerésének 1€pései:

(bbcbba,qo,z0)

1. 1épés (g1, Szo) € 8(qo, A, 20)
(bbcbba,q1, Szp)

2. 1épés (g1, AB) € 8(q1, A, S)
(bbcbba,q1, ABzp)

3. 1épés (g1, CA) € 8(q1, A, A)
(bbcbba,qi, CABzp)

4.1épés (q1, b) € 8(q1, A, ©)
(bbcbba,q, bABzp)

5. 16pés (q1, ) € 8(qu, b, b)
(bcbba,qy, ABzp)

6. 16pés (q1, CA) € 8(qu, 4 A)
(bcbba,qy, CABzp)

7.18pés (g1, b) € 6(q1, 4, C)
(bcbba,q1, bABz)

8. 1épés (g1, A) € 8(q1, b, b)
(cbba,qy, ABzp)

168



Kornyezetfiiggetlen nyelvek

9. 1€pés (q1, CA) € 6(q1, 4, A)
(cbba,qy, CABzy)

10. 1épés (g1, ) € 8(q1, 4, C©)
(cbba,q1, cABzp)

11.1épés (g1, 1) € 5(q1, ¢, ©)
(bba,q1, ABzp)

12. 1épés (g1, b) € 8(q1, A, A)
(bba,q1, bBzp)

13. 1épés (g1, 1) € 8(q1, b, b)
(ba’CIl’ BZO)

14. 1épés (¢q1, CD) € 8(q1, A, B)
(ba,q1, CDz)

15. 1épés (g1, b) € 6(q1, 4, C)
(ba,q1, bDzp)

16. 1épés (g1, 1) € 8(q1, b, b)
(a’ql: DZO)

17.1épés (q1, a) € 6(q1, A, D)
(a’ql: aZO)

18.1épés (g1, A) € 8(q1, a, a)
(/’{ »q1, ZO)

19. 1épés (go, A) € 8(q1, A, 20)
(A’ ’qz’ }’)

Tehat az automata végéllapottal és tires veremmel felismerte a sz6t! %

7.27. példa - Veremautomatak 3. feladat

Adjunk meg olyan veremautomatit, mely pontosan a G grammatika altal generalt nyelv szavait ismeri fel!
G=({S, A, B},{x, v}, S, H), ahol H a kovetkez$ szabalyokbdl all:
S — AB, A — BSB, A — BB, B — xAy,

B— A B—x, B—y.

Megoldais:

A({qo. 91, @2}, {x ¥} {S, A B, X, y, 20}, 90, 20, 6, {q2}).

(g1, Sz0) € 8(4, qo, 20),

(g1, AB) € 6(2, q1, ),

(g1, BSB) € 6(4, q1, A),

(q1, BB) € 6(4, q1, A),

(q1, xAy) € 6(4, q1, B),

(g1, 1) € (4, q1, B),

(q1, x) € 6(4, q1, B),

(g1, y) € 6(4, q1, B),

(q1, 4) € 6(x, q1, x),

(q1, 1) €6y, q1, y),

(g2, A) € 6(4, q1, 20). *
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7.28. példa - Veremautomatak 4. feladat

Készitsiink olyan veremautomatat, amely az L={a"b"| n >0} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:

- Mivel az iiressz6 eleme L-nek, az automata gy kezddallapota egyben egy végéllapot is.

- Ha olvasunk egy a betiit, akkor {runk a verembe egy a-t, s dtmegyiink a g; dllapotba.

- Ha olvasunk egy a-t akkor a verem tetejére rakunk még egy a-t, és maradunk ebben az allapotban.
- Ha b-t olvasunk, akkor kivesziink egy a-t a verembdl, majd dtmegyiink a g, dllapotba.

- Ha b-t olvasunk a szalagon és a-t a veremben, akkor maradunk itt, és kivesziink egy a-t.

- Ha zp-t olvasunk a verembdl és nincs betii a szalagon,

akkor iiritjiik a vermet, és dtmegyiink g3 dllapotba, mely szintén végéllapot.

Az elkésziilt automatat a kovetkezd dbra mutatja:

. zp/azy

//f;\_f,_-—--“ - — / \ \u Lajaa

—{ w

\/ \--/‘ -

/—'—'\ // - _'\ h a/ M

43

'\\ /15__ _Aa/h /,:, _/

Itt jegyezziik meg, hogy az L nyelv egy szdmlédlonyelv. Ha a fenti megoldasban az utolsé 1épésben nem
toroljik ki a zo-t a verembdl, igy megyiink at a g3 elfogadééllapotba, akkor az elkészitett automatank
szamlalé-automata. %

7.29. példa - Veremautomatak 5. feladat

Készitsiink olyan veremautomatdt, amely az L={a"b""1 0 < n < m < 2n} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:

- Mivel az iiresszé eleme L-nek, az automata gy kezddallapota egyben egy végéllapot is.

- Ha olvasunk egy a betiit, akkor {runk a verembe egy a-t vagy két a-t, és atmegyiink a g; allapotba.

- Ha olvasunk egy a-t akkor a verem tetejére rakunk még egy a-t vagy két a-t, és maradunk ebben az dllapotban.
- Ha b-t olvasunk, akkor kivesziink egy a-t a verembdl, majd dtmegyiink a g, allapotba.

- Ha b-t olvasunk a szalagon és a-t a veremben, akkor maradunk itt, és kivesziink egy a-t.

- Ha zp-t olvasunk a verembdl és nincs betd a szalagon,

akkor tiritjiik a vermet, és dtmegyiink g3 dllapotba, mely szintén végéllapot. A kész automata:
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Gyakorl6 feladatként bizonyitsuk be, hogy az L nyelv egy szdmlalényelv, vagyis készitsiink egy L-
et elfogad6 szamldl6-automatat. %

7.30. példa - Veremautomatak 6. feladat

Készitsiink olyan veremautomatat, amely az L={w | Iwl, = Iwl;,} nyelvet ismeri fel!
(Azok a szavak az {a,b} abécé felett, melyekben az a-k és a b-k szdma megegyezik.)

Megoldas:

A veremben csak legfeljebb egyféle zo-tdl eltérd szimbdlum lehet.

- csak zp van: ugyanannyi a és b betli keriilt elolvasasra eddig.

- k db a betii van a z felett, akkor eddig k-val tobb a-t olvastunk be.
- k db b betii van a z felett, akkor eddig k-val tobb b-t olvastunk be.

az automata miikodése:

- Ha a veremben csak zp van, akkor a szalagrdl olvasott jelet tegyiik a verem tetejére.

- Ha a verem tetején 1év0 és a beolvasott jel egyforma, akkor ezek szamat a veremben noveljiik 1-gyel.
- Ha a verem tetején 1év6 és a beolvasott jel eltérd, akkor a veremben 1év8k szamat csokkentjiik 1-gyel.
- Ha a veremben csak z van, akkor kiiirithetjiik a vermet, és atmehetiink vagallapotba.
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7.31. példa - Veremautomatak 7. feladat

Készitsiink olyan veremautomatat, amely az L={d'VcN i, J,k 20 és i=j vagy i=k} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:

Fontos, hogy az automatdnk nemdeterminisztikus.

- Az egyik "ag" (qo,q1,92,94) azokat a szavakat ismeri fel, mikor az a-k és a b-k szdma egyforma.

- A masik "ag" (q0,91,93,95.96) azokat a szavakat ismeri fel, mikor az a-k és a c-k szdma egyforma.
- Arra kell még figyelni, hogy a 'b"c” alaki legyen a sz6 és lehet ijk=0 (i,j,k koziil barmelyik,

vagy tobb is lehet 0) is.

- Az automata végallapottal ismer fel.
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7.32. példa - Veremautomatak 8. feladat

Készitsiink olyan veremautomatét, amely L={ wew !l we{a,b}*, wlaw forditottja} nyelvet ismeri fel,

Megoldais:
- Ha c-t olvasunk, akkor rogton kitiritjiikk a vermet, és 4tmegyiink végallapotba.

7 2

- Ha a-t vagy b-t olvasunk, dtmegyiink egy mdsik allapotba (t61tS dllapotba), és berakjuk a verembe,
amit olvasunk.

- Ha t61t6 dllapotban a-t vagy b-t olvasunk, akkor az megy a verembe.
- Ha c-t olvasunk, akkor a vermet véltozatlanul hagyjuk, és djabb allapotba megyiink (kiiirit6 dllapot).

- Ha kilirit6 4llapotban a verem tetején 1év0 betli megegyezik az olvasottal, akkor azt kivessziik a verembdl.
- Ha zp-t elérjiik, akkor kiiiritjiik a vermet, és 4tmegyiink végallapotba.
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7.33. példa - Veremautomatak 9. feladat

Készitsiink olyan iires veremmel elfogadé veremautomatat, amely az {a,b} abécé folotti helyes
zardjelszavak nyelvét, ahol a a nyitd, b pedig a zar6 zardjel (vagyis a Dyck nyelvet) ismeri fel!

Megoldas:

- Ha a-bettit olvasunk a szalagon, akkor a verembe irjuk.

- Ha b-t olvasunk a szalagon, torliink egy a-t.

- Ha zp-t olvasunk, akkor kitirithetjiik a vermet, vagy folytathatjuk a olvasasaval is.

a, zp/azg a,a/aa

(P
O

b,a/\ A, 20/ A

*

7.6. Zartsagi tulajdonsagok

Ebben a fejezetben a kornyezetfiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsédgait vizsgaljuk meg.
55. Tétel. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztdlya zart a reguldris miveletekre nézve.

Bizonyitds. A bizonyitds sordn tételezziik fel, hogy Li=L(G1), L,=L(G>), ahol G1=(Ny, T, S, Hy) és
Gr=(N>», T, S,, Hy), valamint NjNN,=0. A bizonyitdst az egyes miiveletekre kiilon-kiilon végezziik el.

174



Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Egyesités (unio). S legyen egy olyan nemtermindlis, amely eddig nem szerepelt sem N;- ben, sem N;-
ben. A

Gu=(N1UN,U{S}, T, S, HHUHU{S — S|, S — S$})

kornyezetfiiggetlen nyelvtan ekkor az LjUL, nyelvet generdlja. A levezetés sordn elsd 1épésként
alkalmazhaté S — S, illetve S — §; szabdly vélasztdsdval eldontjiik, hogy melyik nyelvtan alapjan
szeretnénk generdlni a kovetkezd szét; ezutdn pedig, mivel N; és N, diszjunkt halmazok, csak a
megfelel Hy, illetve H,- beli szabdlyok alkalmazhatdak a levezetés sordn.

Konkatendcio. Legyen ismét S¢N{UN,. Ekkor a

G=(N\UN,U{S}, T, S, HHUH,U{S — S5, })

kornyezetfiiggetlen nyelvtan az L;L, nyelvet generdlja, hiszen az elsé lépésben generdlt S5,
mondatformédban Si- b6l egy L;- beli szd, Sp- bdl pedig egy L,- beli sz6 generdlhaté egymdstol
fliggetleniil.

Kleene-csillag (konkatendcio lezdrdsa). Legyen S¢N;. Ekkor a

G«=(N\U{S}, T, S, HU{S — 4,5 — 851})

kornyezetfiiggetlen nyelvtan az L nyelvet generdlja. Il

A fejezet hatralev részében tovabbi halmazmiiveleteket vizsgdlunk.

56. Tétel. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztdlya nem zért metszetképzésre.

Bizonyitds. Legyen G1=({S1, A}, {a, b, ¢}, S1, {S1 — aS1, S1 = A, A — bAc, A — A}). Ekkor
konnyen ellendrizhets, hogy L(Gy)={a't/cli, j > 0}. Hasonl6an, legyen Go=({S», B}, {a, b, ¢}, S», {S»
— Sx¢, S5 = B, B— aBb, B — 1}), igy L(G2)={aibici|i,j2 0}. G| és G, is kornyezetfiiggetlen (s6t
linedris) nyelvtan, viszont L(Gl)nL(G2)={aibicili 2> (0}, ami, ahogy a Bar-Hillel lemma segitségével
bizonyitottuk nem kornyezetfiiggetlen.

57. Tétel. A kornyezetfiiggetlen nyelvek halmaza nem zart a komplementerképzésre.
Bizonyitds vdzlat. a {wcewlwe{a, b}*} nyelvrél a Bar-Hillel lemmadval beldthatjuk hogy nem

kornyezetfiiggetlen (lasd 7.11. példa - Bar-Hillel lemma 2. feladat), mig a komplementere
kornyezetfiiggetlen, s6t linedris nyelv. I

7.34. példa - A jelolt masolatok nyelvének komplementere - Gyakorlé feladat

Készitsiink kornyezetfiiggetlen nyelvtant (vagy 2-feji automatit) amely a {wewlwe{a, b}*} nyelv
komplementerét fogadja el. %

Tehdt sem a linedris, sem a kornyezetfiiggetlen nyelvek halmaza nem zart a metszet és a
komplementerképzés miiveletére.

7.7. A szoprobléma megoldasa - szintaktikai
elemzés

Ha egy adott kornyezetfiiggetlen nyelvet general6 Greibach normalformaji nyelvtan alapjan készitjiik
el a felismerd veremautomatat, akkor barmely w#A sz6 esetén az automata elfogadd szamités esetén
minden 1épésben az inputnak pontosan egy betiijét olvassa el. Ez azt jelenti hogy a w sz6 elfogadédsa
Iwl 1épésben torténik, vagyis linedris, s6t valés-idében. Mindezzel az az egy probléma van, hogy a
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7.71.

veremautomata egy nemdeterminisztikus eszk6z (legaldbbis a veremautomatdknak az az osztilya,
amivel a teljes kornyezetfiiggetlen nyelvosztaly felismerhetd). Tehat nemdeterminisztikusan egy szot
végigolvasva, linedris id6ben eldonthetd a széprobléma. A fejezet tovabbi részében determinisztikus
algoritmusokat fogunk bemutatni a probléma megoldéséra.

A gyakorlati alkalmazasokndl éltaldban nem elég egy formalis nyelv felismerési problémajat csupan
eldontési problémaénak tekinteni, hanem egy ueL sz6rdl azt is meg kell dllapitanunk, hogy az hogyan
vezethet§ le az adott nyelvtanban. A szintaktikai elemzés tehat az adott nyelv szavainak a nyelvtani
szerkezetét hivatott feltdrni. Programozasi nyelvek esetén is lényeges szerepe van a szintaktikai
elemzésnek, mert a programok értelmezése a nyelvtani szerkezet ismeretére épiil. A kovetkezékben a
kornyezetfiiggetlen nyelvek szintaktikai elemzésének lehet6ségét vizsgaljuk.

A CYK algoritmus

Tegyiik fel, hogy az adott kornyezetfiiggetlen nyelvtan Chomsky-féle normadlalakra van hozva.
Példaként tekintsiik a kovetkez6 nyelvtant:

G=({S,A, B, C, D}, {a, b}, S, H),
ahol a H- beli szabélyok a kovetkezok:

S — AB,
S — CD,
S — CB,
S —SS,
A — BC,
C - DD,
B — SC,
C—b,
A —> a,
D — BA,
B —b.

A Cocke-Younger-Kasami-féle (vagy roviden CYK-) (ejtsd: kuk, janger, kasami) felismerd algoritmus
ezeknek a szabdlyoknak az alapjan egy tetszleges bemend széhoz igyekszik megkonstrudlni a
megfeleld levezetési fit. A Chomsky-féle normalalak miatt ez - a végpontokba befuté élektdl
eltekintve - egy bindris fa lesz, amelynek a méretét a bemend sz6 hossziisaga fogja meghatarozni. Ha
példaul a bemend sz6 mindossze négybetiis, akkor az Osszes lehetséges levezetési fanak a mélysége
maximum 4.

Egy n hossziisdgi bemend sz6 esetében a levezetési fa 0sszes lehetséges csiicsai egy olyan hdromszog
matrixba rendezhetSk, amelynek a legalsé sora n- elemd, és a tobbi sora eggyel kevesebb elemii, mint

a kozvetlen alatta levé sor. Egy adott fa természetesen nem hasznélhatja fel az 6sszes mez8jét ennek
a matrixnak, csak az n=2 esetben.

A felismerési algoritmus ennek a hdromszog matrixnak az elemeit hatdrozza meg ugy, hogy
minden szogponthoz beirja azokat a nemtermindlis jeleket, amelyekbdl a kérdéses szogpont alatti
részhdromszog végpontjainak megfeleld bemend szérészlet levezethet6. Ha a matrix kitoltését
befejeztiik, akkor mar csak azt kell megnézniink, hogy a haromszog legfelss csticsdhoz be van-e irva
az S. Ha igen, akkor az adott bemend sz6 levezethetd az S- bdl, tehét hozzatartozik az adott nyelvtan
altal generdlt nyelvhez. Ellenkezd esetben viszont biztos, hogy nem tartozik hozzd, mert a kitoltés
sordn minden lehet&séget ki fogunk meriteni.

A szoban forgd hiromszog matrixot felismerési madtrixnak nevezziik, és minden elemének
tulajdonképpen egy rekeszt feleltetiink meg, ahovd a véltozokat beirjuk. (Egy-egy rekeszbe a
nemtermindlisok egy-egy halmaza fog keriilni, mégpedig pontosan azok, amelyekbdl a mezd alatti

haromszognek megfeleld termindlis sz6 levezethetd.) Ezeket a rekeszeket a kovetkez6 dbran megadott
moédon indexeljiik. (Az dbrdn a felismerési matrix indexelését n=5 esetre lathatjuk.) A kitoltést az
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als6 (= elsd) sorndl kezdve soronként balrdél-jobbra végezziik, a sorokat pedig alulrél felfelé torténd
sorrendben toltjiik ki.

ai a as a4 as

Legyen a megvizsgdland6 bemend sz6 w=aja;...a,. Az els6 sor i- edik rekeszébe beirjuk az B-
t, ha szerepel egy B — a; szabdly a nyelvtanban. (Ugyanabba a rekeszbe &ltaldban tobb valtozo6t
is beirhatunk.) A matrix tovdbbi sorainak a kitoltésekor, minden egyes rekesz tartalmdnak a
meghatdrozdsa az adott rekesz alatti részhdromszog befogéi mentén taldlhaté rekeszek tartalmanak
a felhasznéldsaval torténik. Pontosabban az (i, j) rekesz kitoltéséhez az (1, j) rekeszben taldlhatéd
véltozokat egyenként parositjuk az (i-1, j+1) rekeszben taldlhatkkal, majd ugyanezt tessziik a (2, j) és
(i-2,j+2), ..., és végiil az (i-1,j) és (1, j+i-1) rekesz-parokkal. Ha egy ilyen parositds alkalmdval olyan
part taldlunk, amely szerepel egy szabdly jobb oldaldn (a megfelel sorrendben), akkor a szabdly bal
oldalan 4ll6 véltozoét felvessziik az (i, j) rekeszbe. Formalisan: A- t akkor irjuk be az (i, j) rekeszbe,
ha van olyan ke{l, ..., i-1}, hogy B szerepel a (k, j) rekeszeben mikozben C szerepel a (i-k, j+k)
rekeszben, és A — BCeH. (A feldolgozads menetét a kovetkezd dbra szemlélteti.)

A példankban az aabbaba bemend széhoz ily médon megkonstrudlt felismerési matrixot az alabbi
abra szemlélteti.

S5
RO,
LSS
a a b b a B a

A CYK algoritmus helyességének bizonyitdsa: Indukcidval belétjuk, hogy barmely (i, j) rekeszre egy
A nemtermindlis pontosan akkor eleme a rekesznek, ha bel6le levezethets az input a;. . .a;, .1 részszava.

Az indukcid alapjét az (1, j) rekeszek jelentik. Allitas: A pontosan akkor szerepel (1, j) rekeszben
ha A= 'aj. Az algoritmus szerint akkor keriilt az A az (1, j) rekeszbe, ha a Chomsky-normalformaji
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nyelvtanban szerepel az A — q; alaki szabdly. Egy Chomsky normélforméju nyelvtan esetén egy
egybetlis szt pontosan akkor lehet levezetni egy adott nemtermindlisbdl, ha azt egy lépésben,
kozvetleniil megtehetjiik egy szabdly segitségével. Ily médon az (1, j) rekeszekre belattuk allitdsunkat.

Tekintsiik most az (i, j) rekeszt valamely i>1 értékre. Tegyiik fel most, indukcids feltevésként, hogy
minden (k, j) (k<i) rekeszre igaz az allitds. Ha A szerepel az (i, j) rekeszben, akkor az algortimus
miikodése miatt, csak ugy keriilhetett oda, ha van olyan ke{1, ..., i-1}, hogy B szerepel a (k, j)
rekeszben és C szerepe} a (i-k, j+k) rekeszben, valamint A — BCeH. Mivel k<i és i-k<i az indukciés
feltevésiink miatt B:'*aj...aﬂk_l és C:*aj+k...a,-_k+j+k_1, vagyis C:*aj+k...a,-+j,1. De hiszen éppen
akkor vezethetd le egy Chomsky normdlalaki nyelvtanban egy egy betlinél hosszabb sz6 egy A
nemtermindlisbdl, ha van A — BC szabdly, és a sz6 els6 része levezethetd a B, a médsodik része
pedig a C nemtermindlisbdl. Vagyis AzBC:*aj. - Qj1k-1Gj1k- - -Qi-fyjrk-1 valamilyen k értékre, pontosan
akkor ha A szerepel az (i, j) rekeszben. Egy nyelvtan 4ltal generdlt nyelvben pontosan azok a szavak
szerepelnek amelyek a nyelvtan S mondatszimbSlumédbdl levezethetdek. Eppen ennek tesztelése
(vagyis a legfels6 rekeszben szerepel-e az S ) adja meg a vélaszt arra kérdésre, hogy a keresett u sz6
benne van-e a generdlt nyelvben. Az 4llitast bebizonyitottuk.

Mivel szintaktikai elemzésrdl beszéliink, nézziik meg, hogyan is tudunk a felimerési matrix alapjan
egy levezetési fat eléallitani. A CYK algoritmus alulrdl felfelé elemzést valdsit meg, és az 6sszes
lehetséges levezetési fat/részfat tartalmazza. Modositsuk egy kicsit az algoritmust: amikor egy (i,
J) rekeszbe beirunk egy A nemtermindlis szimbdlumot, akkor irjuk be az indexébe, hogy miért is
irtuk oda (hogyan keriilt be a madtrixba): A helyett frjunk Agy, jci-k, j+k)- t ha a (k, j) rekeszben
szerepld B és (i-k, j+k) rekeszben szereplé C, valamint az A — BC szabdly alapjan irtuk be az
A- t. A médositott algoritmus alapjin egyszer( egy leveztési fa eldéllitdsa: nézziik meg az (n, 1)
(vagyis a legfels§) rekeszben szerepld S indexét, ebbdl kiolvashatd, hogy mely S — AB alakd
szabdly alkalmazdsakor keriilt ide az S, marészt az is, hogy mely rekeszekben szereplenek az adott
nemtermindlisok, ezek indexeinek segitségével megdllapithatjuk ezek milyen szabdly segitségével
keriiltek ide, €s igy tovdbb, amig eljutunk az (1, j) rekeszekig, ahova az A — q; szabdlyok alapjan
irtunk be a megfeleld nemtermindlisokat.

Az aldbbi dbran berajzoltunk egy levezetésfit. A levezetésben nem szerepld nemtermindlisokat a jobb
attekinthetSség érdekében elhagytuk.

7.35. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 1. feladat

Tekintsiik a kovetkez6 grammatikét!

G=({S,A,B},{0,1},S,H),ahol H szabdlyai:

{§—>SA, S—->AB,A—>BS,B—>SA,A—>1,5—1,B— 0}

Bizonyitsuk be, hogy az 10011 sz6 benne van a grammatika

altal generdlt nyelvben, majd adjuk meg az 6sszes legbaloldalibb levezetéset!
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B == o

Megoldas: Jelolje V; ; az (i,j) rekeszt.
1. levezetés: S5 SA=>SAA=ABAA= 1BAA= 10AA= 10BSA=100SA=1001A= 10011
Nézziik, hogyan keriiltek a levezetésbe az 1j nemterminalisok!

SeVs 1, mert SeVy 1 és A€Vs s, ahol § — SA-t haszndltuk. Kovessiik a baloldali nemtermindlist!

SeVy 1, mert SeV, 1 és A€V, 3, ahol § — SA-t haszndltuk ismét. Most ismét a balodali nemtermin4list
kovetjik

SeVy 1, mert A€V | és BeV, 5, ahol § — AB-t haszndltuk.

A€V, mertA — 1 eH

BeV, ), mert B— 0 €H

A€V, 3, mert BEV3 3 és SeVy 4, ahol A — BS-t haszndltuk.

BeViz, mert B— 0e€H

SeVyy, mertS — 1 €H

A€Vss, mertA — 1 €H

2. levezetés: S= SA= ABA=1BA=10A= 10BS= 100S=100SA= 1001A= 10011

SeVs 1, mert SeVy 1 és A€Vs 3, ahol § — SA-t haszndltuk. Kovessiik a baloldali nemtermindlist!
SeV, 1, mert A€V | és BEV, 5, ahol S — AB-t hasznéltuk. Kovessiik a baloldali nemterminalist!
A€V, mertA — 1 €H

BeVy o, mert B— 0 €H

A€Vs 3, mert BEV;3 3 és SEV; 4, ahol A — BS-t hasznéltuk. Kovessiik ismét a baloldali nemtermindlist!
BeVz 3, mert B— 0 €H

S€Vs 4, mert SEV, 4 és A€V 5, ahol § — SA-t haszndltuk. Kovessiik a baloldali nemterminélist!
SeVyq, mert S —> 1 €H

A€Vss,mertA — 1 eH

*
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7.36. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 2. feladat

Tekintsiik a G=({S,A,B,X,Y,Z},{a,b},S,H) grammatikat, ahol H szabalyai:
{§ > AY,Y—> XB, X — BA, X - ZA, Z — BX,

A —a, B— b}!

Benne van-e a G nyelvtan altal generdlt nyelvben az abbaab sz6?

00
SEHEX

o b @) o o @)

Megoldas:

Mivel S€ Vg 1, ezért a abbaab sz6 benne van a G grammatika 4ltal generdlt nyelvben. %

7.37. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 3. feladat

Tekintsiik a G=({S,A,B,C,D},{a,b,c},S,H) grammatikét, ahol H szabdlyai:

{S—=AB,A—CA, A—SS, B— CD,

A—-b D—a C—c C— b}

Dontsiik el, benne van-e a grammatika 4ltal generélt nyelvben az abcacbh és a bbcbba sz6,
majd ha lehet adjuk meg az 6sszes legbaloldalibb levezetését!

Megoldas:

S
SRS

i b Z d C 9!

Mivel S ¢ Vg 1, ezért az abcacb sz6
nincs benne az adott grammatika altal generalt nyelvben.
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Nézziik most a masik keresett szot:

Mivel Se Vi 1, ezért a bbcbba sz6 benne van az adott grammatika altal generdlt nyelvben.
Az egyetlen legbaloldalibb levezetés pedig:

S= AB= CAB= bAB= bCAB= bbAB= bbCAB= bbcAB= bbcbB= bbcbCD=
bbcbbD= bbcbba %

7.38. példa - Cocke-Younger-Kasami algoritmus 4. feladat

Tekintsiik a G=({S,A,B},{0,1},S5,H) grammatikat ,ahol H szabdlyai:
{S§—>AS,S— SB,S—> AB, B— SB, A - SB, B — AS,
A—0B—1}.

Dontsiik el CYK-algoritmus segitségével, hogy levezethet6-e a nyelvtanban a 001111 sz6!

Megoldas:

Q 0 1 1 1 1
Tehdt mivel S€ Vi 1, ezért a 001111 sz6 benne van az adott grammatika 4ltal generdlt nyelvben. %

Az itt ismertetett algoritmus Chomsky-féle normalalakid nyelvtan esetén miikodott, a kovetkezd

részben olyan algoritmust ismertetiink, amely barmilyen kornyezetfiiggetlen nyelvtan esetén
hasznélhat6.

181



Kornyezetfiiggetlen nyelvek

7.7.2. Az Earley-féle algoritmus

Ennél az algoritmusndl (az el6z6 alfejezetben ismertetett algoritmushoz hasonléan) az adott bemend
sz6hoz felismerési matrixot készitiink. Itt azonban a felismerési matrix elemei nemtermindlisok helyett
tgynevezett pontozott szabdlyokat fognak tartalmazni. Legyen mondjuk A — pr, ahol p, re(NUT)',
egy tetszleges szabdlya az adott kornyezetfiiggetlen nyelvtannak. Ekkor az A — p.r egy, az eredeti
szabdlyhoz tartozé pontozott szabdly lesz, ahol a pont 1ényegében azt jelzi, hogy az adott szabaly
tekintetében balrél jobbra haladva meddig jutottunk el az elemzésben.

Eszerint ha az elemzéssel a bemeno sz0 j- edik betfijéig ]utottunk el, mlkozben megéllapitottuk, hogy
léteznek olyan p, g, r, te(NUY) szavak, melyekre S= pAq, p=> ai...aj, r= a,+1 .aj és A — rteH.
Ezt a koriilményt fejezziik ki azzal, hogy az A — r.f pontozott szabélyt beirjuk a felismerési matrix
i- edik sordnak j- edik elemébe. A felismerési matrixot (mely ismét egy haromszog matrix) most az
abran megadott médon indexeljiik.

— I
00 | o1 | 02 0.n
P> 4 414
—p 1.1 | 1.2 1.n
- 4 414
———Pp| 2.2 2.n
4

Lt
-

Lt
-

4
1

P{n-1.n-1 n

A felismerési matrix most annyi sort és eggyel tobb oszlopot fog tartalmazni, mint ahdny bet(ibdl a
bemend sz6 4ll. A bemend sz6 akkor és csak akkor tartozik a nyelvhez, ha a 0- dik sor n- edik elemében
allni fog egy S — t. alakd pontozott szabdly ( tE(NUT)* ). Az el6bbiek értelmében ugyanis ez azt
jelenti, hogy S — r€H, és t=>*a1...a,,

Lassuk most az algoritmus pontos lefrdsit. Ha a nyelvtan nem A- mentes, akkor az Uressz6-lemmanal
leirt médon készitsiik el azon nemtermindlisok U halmazat, amelyekbdl az iiresszé levezethets. Az
tiresszavas szabdlyokat ennek az U halmaznak a segitségével fogjuk figyelembe venni. Tehét az
algoritmusban a kornyezetfiiggetlen nyelvtan A- mentes részére szoritkozunk (vagyis nem hasznéljuk
az A — ] alaki szabdlyokat); viszont minden egyes A — r.Bt pontozott szabdly esetén ( A, BEN,
r, t(NUT)" ) ha ez a szabély bekeriilt a felismerési matrix egy celldjdba, és BeU, akkor A — rB.t
pontozott szbdlyt is beirjuk az adott celldba ezzel figyelembe véve a B="1 esetet a szobanforgd
B- re. Ha a feladatunk az, hogy eldontsiik AeL(G) teljesiil-e, akkor ezt az SeU kérdés alapjan
véalaszoljuk meg. A tovédbbiakban nézziik meg ha hosszabb széra kell megoldanunk a feladatot.
Jeloljiik a bemend sz6 i- edik betdjét a;- vel, tehat legyen w=a;...a,. Legyen tovabba G=(N, T, S, H)
egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan, és jeloljiik az el6z6 dbra szerint indexelt felismerési matrix i- edik
sordnak j- edik elemét F; ;- vel. Legyen tovdbbd U={A | A€N, A:*/I}, és H' a H A- mentes része,
vagyis H'={A | A — peH, p#.}. Kezdetben a felismerési marix minden eleme iires, és az algoritmus
mindegyikbe egy vagy tobb pontozott szabdlyt irhat be, vagy liresen is hagyhatja. A felismerési matrix
kitoltését oszloponként alulrdl folfelé végezziik, kivéve a fédiagondlisban 1év6 elemeket, amelyeket
az adott oszlopban utoljdra toltiink ki. Az egyes oszlopokat balrdl jobbra vessziik sorra (ahogy az el6z6
dbra mutatja). Az Earley-féle algoritmus 1épései egy w#A input szdra a kovetkezéek. Mindegyik 1épés
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el6tt informdlisan megadjuk, hogy mir6l is szl az adott 1épés, ezutdn formadlisan (matematikailag
pontosan) is megadjuk az adott 1épést.

0. (Segédlépés: nem A-mentes nyelvtanok esetére) minden egyes pontozott szabdly beirdsa utin
alkalmazandé: Ha a pont utdn BeU nemtermindlis 4ll, akkor az adott szabalyt felvessziik tigy is, hogy
a pont mar a B nemtermindlis utdn 4ll, az igy beirt szabalyt is viszgéaljuk ez alapjan.

1. (Kezd6lépés: az S- el kezd6dd, vagyis az S — p alakd szabdlyok felvétele a legels6 celldba
kezd6ponttal.) Minden § — peH ' szabdlyra legyen S — .p€Fy o, és legyen j=0.

2. (Féatlobeli elemek kitoltése: ha az adott oszlopban a pont utdn szerepel B nemtermindlis, akkor
felvessziik a B- vel kezd6d6 szabdlyokat kezd6ponttal.) Ha B — peH ' és van olyan k <j, hogy A —
r.BteFy ; valamely r, 1€(NUT) - ra, akkor legyen B — peF; ;. Ekkor az djonnan befrt szabalyokra is
megvizsgaljuk az adott feltételek fennalldst.

3. (Eggyel jobbra 1épés.) Ha j<n, akkor noveljiik j értékét eggyel, és legyen i=j-1.

4. (A baloldali szomszéd cellabdl szabdlymadsolds az oszlop termindlisndnak 4tlépésével.) Legyen A
- raj.tEF,-,j, haA — r.ajteF,-’j_l.

5. (Cella hasonlitdsok: az oszlopban kitoltstt legalsé cellat a kitoltendd cella balszomszédjaval
hasonlitjuk, aztdn az oszlopban folfelé haladunk az aktudlis celldig, a sorban pedig balra a legelsdig; ha
az oszlopban levd celldban van pontra végz6d6 pontozott szabély, ami B nemtermindlissal kezd6édik,
akkor a sorban levé celldbdl szabalyt masolhatunk mikdzben 4tlépjiik a B- t.) Legyen A — rB.teF;
ha van olyan k, melyre i < k<j, és A — r.Bt€F; i, B — p.€Fy ; valamely pe(NUT) -ra.

lj3

6. (Ha a legutolso cellat toltottiik ki, akkor w benne van a generalt nyelvben pontosan akkor, ha ebben
a celldban van S — p. alaku szabdly; egyébként eggyel foljebb 1épiink és vissza a 4. 1épésre, vagy ha
legfeliil vagyunk, akkor urds a f64atldra, és a 2. 1épésre.) Ha i=0 és j=n, akkor weL(G) pontosan akkor
ha van olyan pe(NUT)*, hogy S — p.€F), ,. Egyébként: ha i>0, akkor csokkentsiik az i értékét eggyel,
és térjiink vissza a negyedik 1épésre. Ha i=0, akkor pedig térjiink vissza a masodik 1épésre.

Ezzel az algoritmussal tehat megadtuk a felismerési matrixot, amelybdl a w sz6 levezetése viszonylag
egyszerien rekonstrudlhatd, amennyiben weL(G). Az algoritmus helyességének a bizonyitasahoz be
kell latnunk a kovetkezé tételt.

58. Tetel Az Earley-féle algoritmussal nyert felismerési matrixban egy A — p.r pontozott szabdly (p
re(NUT) ) pontosan akkor szerepel az F; ;- ben, ha A — preH, p=> ajy1---aj, €s van olyan te(NUT)
sz0, amelyre 5= ap...aAt.

Bizonyitds. A bizonyitast el6szor a A- mentes nyelvtanokra végezziik el.

El6szor a feltétel sziikségességét latjuk be. A bizonyitdst a matrix elemeire vonatkozé teljes
indukciéval végezziik.

Az Fy o esetében az 1. és a 2. 1épések szerint csak olyan pontozott szabadlyok johetnek sz6ba, ahol a
jobb oldalon a pont eldtti rész iires. Ha tehat A — .r, akkor vagy A=S és S — reH, vagy A — reH
és S="At valamely #- re.

Az indukciét ezek utdn az (i, j) indexparoknak egy olyan elrendezésével végezziik, amely pontosan
megfelel a matrix kitoltési sorrendjének. A fédiagondlis elemeit kiilon kell kezelniink. Tegyiik fel
tehat, hogy a bizonyitand¢ 4llitds minden F; ,,- re teljesiil, ha m<j, vagy m=j és i<I<;j.

Legyen most A — p.reF; ;. Ha i#j, akkor ezt a szabdlyt csak az algoritmus 4. vagy 5. lépésében irhattuk
be ide. Az els6 esetben p=p'a; és A — P ‘.ajreF; j1. De akkor az indukcids feltevésbol S=" aj...aiAt
kovetkezik valamilyen ¢ széra, és p =" Q;y1.-.a;.1, amibdl az alhtasunk kozvetleniil adédik. Ha viszont
az 5. 1épésben irtuk be a szabdlyt, akkor p=p 'B valamely p 'e(NUT)" széra és B véltozéra ugy, hogy
van egy olyan k index, melyre A — p .BreF; i, és B — q.€F;_;j valamely ¢ sz6ra.
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Az indukciés feltevésbSl most S= aj...a;At, valamint p'= a;...ar, illetve S= ay...aqiBt, és
qz*ak+ 1.-.a; adodik. Ezekbdl a B — geH figyelembevételével nyilvédn p 'B:>*al-+ 1---Gxlks1 - - -aj amivel
az allitdsunkat bebizonyitottuk.

Hatra van még az i=j eset ( i>0 ), vagyis a fédiagondlisban levs elemek esete. Az indukcids feltevés
ebben az esetben azokra az Fj ,, elemekre vonatkozik, ahol m<j, vagy m=j és O<I<j. A fédiagonalis
elemeibe csak az algoritmus 2. 1épésében irhattunk be szabdlyokat. De itt is csak olyan B — .¢
alakd szabdlyok johetnek széba, amelyekre van olyan i <j, hogy A — p.BreF; ;. Itt az i=j eset is
el6fordulhat. Tekintsiik azonban azt a szabdlyt, amelyet az algoritmus el8szor helyez el az F
ben. Ebben az esetben az i<j kell, hogy fennalljon. Az indukcids feltevésbdl tehat S=>*a1...aiAt és
p:>*al-+1. ..a; kovetkezik. Ugyanakkor nyilvan A=>*pBr is fennll, amibsl S="a;... .a;Brt kivetkezik,
s ezzel allitdsunkat igazoltuk. Az indukcids feltevést most mar minden Uj szabély elhelyezésénél
alkalmazhatjuk az F; ;- be beirt szabdlyokra is. Ha tehdt egy B — .q szabdlyt az algoritmus azért vesz
fel az Fj ;- be, mert B — g€H, és A — p.BreF; ;, akkor itt nyilvdn p=A €s S=>*a1,..ajAt, és ezért
S="ay.. .a;Brt, amivel a bizonyitdst befejeztiik.

A feltétel elegsegessegenek bizonyitdsat ugyancsak teljes indukcidval vegezzuk El8szor nézziik az F 0,
o- t. Tegyiik fel, hogy S= "Bt teljesiil valamely B valtozora és 1€(NUT)" széra, és B — qeH. Az S= "Bt
levezetés 1épésszamdra vonatkozdan egy kiilon teljes indukciét végziink. Ha a 1épésszam nulla, akkor
B=S és t=4, és ezért az algoritmus a B — .t szabalyt mdr az elsd 1épésben felveszi az F o- ba. Tegyiik
fel, hogy az allitas k lepesre igaz, és legyen az S= Bt levezetés lepesszama k+1. Ekkor nyilvan van
olyan A nemtermindlis és ¢ ' sz6, hogy S= “At',A=Bt", ahol 1=t "t ' és az S= At 'levezetés 1épésszdma
k. Ezért az indukcids feltevésb8l A — .Bt "€F) o, tehat az algoritmus 2. Iépése szerint B — .g€F .

Most tegyiik fel, hogy az algoritmus elégséges volta igaz minden olyan Fj ,,- re, ahol m<j, vagy s=m
és i<l<j. Legyen akkor A — preH, p:>*a,-+1 .aj, €s S="ay.. .a;At valamely ¢ széra. Ha most p=p 'a;,
akkor az indukcios feltevés szerlntA —p aJrEF i, j-1, €s az algoritmus 4. Iépése alapjan A — p 'a;.reF;,
;- BEgyébként p=p 'B, ahol B=" agyl---a; €S p =" aiy1...ay valamilyen k- ra. Az indukcids feltevesbol
most A — p ".BreF; ; és B — q.€Fy j adodik valamilyen g szora, amelyre g=" Qir1.--a; €s B — g€H.
De akkor az algoritmus 5. 1épése szerint A — p 'B.reF; ;.

Végiil vegyiik a f6diagondlis elemeit. Az indukcids feltevést most azokra az F; ,, elemekre tessziik,
amelyekre m < j és 0<l<j. Legyen tehat A — reH és S="ay.. .a;At. Bz alevezetés nyilvan dtrendezhetd
gy, hogy a viltozdk koziil a legbaloldalibbat helyettesitjiik be eldszér mindaddig, amig az a;- t meg
nem kapjuk. Eszerint van egy olyan A ' véltoz6, hogy S=ay..qA 't‘:*al...akakﬂ...a]At "t', ahol
1"t'="r. Ha itt k<j, akkor az indukciés feltevés szerint A" — ayy...a;.At "€Fy ;, €s igy az algoritmus
2. Iépése szerint A — .r€F; ;. A k=j esetben viszont az indukcids feltevést mar alkalmazhatjuk az A"
— At" szabdlyra és az S:*al...ajA 't' levezetésre, hiszen ez a levezetés véges szdmu 1épésbdl 4ll,
tehat véges szamu l€pésben el kell jutnunk egy olyan esethez, ahol k<j. Az A' — .Ar"€F; ;- bOl pedig
az algoritmus 2. 1épése szerint A — .reF; ; kovetkezik, és ezzel a tétel bizonyitdsat befejeztuk a k-
mentes esetre.

Ha a nyelvtan nem A- mentes akkor az algoritmus 0. 1épése ezt éppen ugy veszi figyelembe, ahogyan
az Uressz6 lemma bizonyitdsdban konstrudltunk ekvivalens nyelvtant az eredetihez, vagyis minden
olyan nemtermindlis esetén amibdl az iiresszé levezethetd ugy is tekinhetjiik a levezetésben, hogy
az iires szt vezetjiik le bel6le. Ezek alapjan nyilvanvald, hogy az algoritmus az ilyen esetlekben is
helyesen miikodik.

Az algoritmus futdsa sordn az input sz6 négyzetével ardnyos méretii tabldzat (a felismerési matrix)
kitoltése torténik. Az egy mezbbe irhatd pontozott szabdlyok szdménak felsd korlatja kiszaimolhat6
a H szabélyhalmaz elemeinek szdma és hosszai alapjan. Az algoritmus lépéseit megvizsgilva
lathatjuk, hogy a 2. és 5. 1épésekben az adott cella kitoltéséhez maximum a sz6 hosszanak megfelel
mennyiségli celldban, illetve cellaparban taldlhaté pontozott szabalyokat kell megvizsgalni. fgy a
program futdsdnak ideje, hasonléan a CYK algoritmushoz, az input sz6 hosszanak kobével aranyos.

Az Earley-féle algoritmus miikodését el6szor a kovetkezd egyszerl példan szemléltetjiik.
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7.39. példa - Earley algoritmus 1.feladat

A G generativ nyelvtan legyen a kovetkezd formdban definidlt: G=({S, A, B}, {a, +, %, (, )}, S, H),
ahol H szabdlyhalmaz a kovetkezd: {S — S+A, A - AxB,B — (5),S - A,A — B, B — a}.

Tekintsiik most az axa+a bemend sz6 szintaktikai elemzését. Az algoritmus az elsé 1épésben az
S — .S+A, § — A szabdlyokat veszi fel az Fy (- ba. Ezutdn a 2. 1épés alapjan kiegésziti az Fy o- ataz A
— .AxB,A — .B, B — .(S), B — .a szabdlyokkal. Utdna j értéke 1 lesz, és az algoritmus a 4. 1épésben
az Fy_ 1- be felveszi a B — a. pontozott szabdlyt, mivel a bemend sz6 els6 betlije a. Az 5. 1épésben az
Fy, 1 kiegésziil még az alabbi szabdlyokkal: A - B.,A - AxB,§ = A., S — S+A.

Ezutdn a 2. 1épés kovetkezik, ahol most Fy | ;- et kell kitdlteni. De az F, 1- ben szerepld szabdlyokhoz
nem taldlhaté egyetlen olyan szabdly sem, amely a feltételeket kielégiti, hiszen az Fy, 1- beli
szabdlyokban a pont utdn kozvetleniil nem is fordul el§ véltozé. Ezért az F | lires marad. Az
algoritmus ezutdn a j=2 értékre hajtja végre a 4. 1épést, melynek sordn az Fp , nyilvan szintén iires
marad, az F_»- be pedig az A — Ax.B szabdly fog bekeriilni. Az 5. 1épésben mind az F; », mind az F,
5 valtozatlan marad. Az F» - be ezutdn a 2. 1épés sordn bekeriilnek a B — .(S) és B — .a szabdlyok,
mivel A — Ax.BEF) 5.

A felismerési matrix kitoltésének tovabbi menetét nem részletezziik, de a kovetkezd dbran megadjuk
a teljes matrixot. Mivel ebben a mdtrixban S — S+A.€F 5, a kérdéses bemend sz6 benne van az
L(G)- ben. A tételiink szerint ugyanis ez pontosan akkor all fenn, ha § — S+AeH és S+A="axa+a,
tovabba van olyan ¢ sz6, amelyre S="St, mely utébbi Osszefiiggés mar nem is 1ényeges most a mi
szempontunkbdl.

a X a + a
S— . 5+A | B—a. A=2AX B| A= AXB |S=23+ A | S=35+A,
S— A A—>B. S—=A. S =5 +A
A= AXB| A—AXB A—AXB
A—B S—= A, S=3S +A
B=.(5) | §—=S5.+A
B=>.a

B—=.(5 B—2a.
B—.a

*

7.40. példa - Earley algoritmus 2. feladat

Tekintsiik a G=({S,A,B},{0,1},S,H) grammatikat, ahol H szabdlyai:
{§ - 140,§ - 0B1,A - B0, B— SO0, A — 1, B — 0}.
Dontsiik el Earley-algoritmus segitségével, hogy levezethet6-e a nyelvtanban a 011001 sz6!

Megoldas:
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0 1 1 0 0 1
5—.1A0 |5—0.B1 S—0B.1 |[5—0BE1.
5—.A5 |B—D. B—5.0
5—.0B1 |A—B.0 - -

A—.BO
A1
B—.50
B—.0
B—.50 |5—1.A0 J5—1A0 |S—1A0. [B—50.
B—.0 A1 B—5.0 JA—B.O
S—.1AD |5—AS -
S—. AS
S—.0B1
A—.BO
A 1
A—.BO  JA—1. S—1A.0
A—1 S—1.AD
5—.1A0 J5—AS - -
5—.A5
5—.0B1
B—.50
B—.0
A—.BO |S—0.B1 JA—BO.
A—. 1 B—0. S—0B.1
S—. 1A0 |A—B.O [J5—A5 -
S—.AS
S—1A0 S—.0B1
5—AS B—.50
5—0B1 B—.0
A—B0 B—.50 [5—0.B1
B—50 S—.1A0 [B—0.
A 5—.A5 JA—BO -
B—0 5—.0B1
A— BO
B—.50
BE—.0
S— 1AD |5—1.A0
S—.AS A1
S—.0B1 |5—AS
B—.50
B—.0
A— . BO
A—.1

Mivel a jobbfelsd "cella" tartalmaz S-bdl kiinduld pontra végz&dé szabdlyt,

ezért a 011001 sz6 benne van az adott grammatika 4ltal generdlt nyelvben. %

7.41. példa - Earley algoritmus 3. feladat

Tekintsiik a G=({S,A,B},{a,b,c,+,(,)},S,H) grammatikat, ahol H szabdlyai:

{S§—> S+A,S > A,A—>AB,A—> B, B—(S),B—a B— b, B— c}.

Dontsiik el Earley-algoritmus segitségével, hogy levezethet-e a nyelvtanban az a(b+c) sz6!

Megoldas:
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a ( b + c )
S—.5+A B A—AE
St A—B S— A
h— BB |S—A - - - A—AB
4 B LE - S—5.44
B (%) |S—S.+A
E—.a
E— b
E—.c
B—.(5] J|B—(.5) |B—i5) E—(5.) |B—(5]
B—.a
B—.b -
B—.c
S—.5+8 [B—D. S—5+.A [5—5+A.
Y h—H. S—S.+A
A— AB  |S—A.
h— B h— 4B
E—.[S] |S—5.+A
BE—.8
E—.b
E—.c
B—.(8)
E—.a
5844 BE—.b - -
S—A B—.c
A—AB
A—B
B—(5)
B—a
B—b A—+ AB JB—cC.
B A— B A—B.
B—.(5) JA—AB
B—.a
B— b
B—.c
B—.(5]
B—.a
E—.b
B—.c

Mivel a jobbfelss "cella" tartalmaz S-bdl kiindul6 pontra végz6dd szabalyt,
ezért az a(b+c) sz6 benne van az adott grammatika altal generdlt nyelvben. %

7.42. példa - Earley algoritmus 4. feladat

Tekintsiik a G=({S,A,B},{a,b},S,H) grammatikat, ahol H szabdlyai:
{S—>AB,S — A, A— SAB,A—a,B— S, B— b}.
Dontsiik el Earley-algoritmus segitségével, hogy levezethets-e a nyelvtanban az aabb sz6!

Megoldas:
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a a b b
S—.AB |A—a. A—-SAB|A-SABE. |A-SABE.
A— SAB |S—-AEB |A—-SAB.| S—AB. |S—AB.
A—S.AB |S—AB. S—AB |JA-SAB|A-SAB
A—.a A-S.AB| S—AB. |S—-AE S—AB
A—-S.AB A—-S.AB
A—-SAB
B—.S A—a A—-SAB. |[A-~SAB
B—.b A-SAB|A-SAB |A-SAB
B—S. A—-SAB
A— SAB
A—.a
A—-S.AB
S—AB
B—.S B—b
B—.b
B—S. -
A—.SAB
A—.a
S—A A—-S.AB
S—AB S—.AB
A—-SAB B—.S B—b
A—a B—.b
B—S B—S.
B—b S—.AB
A—.SAB
U={S B} A—-S.AB
A—.a

Mivel a jobbfelsd "cella" tartalmaz S-bdl kiinduld pontra végzdds szabalyt,
ezért az aabb sz6 benne van az adott grammatika ltal generalt nyelvben. %

7.8. Irodalmi megjegyzések

A természetes nyelvek leirdsdnak céljabol vezette be [Chomsky 1956] a kornyezetfiiggetlen
nyelvtanokat. Nem sokkal késébb a szdmitégépes nyelvek lefrdsdra késziilt el a BNF (Backus-
Naur Form), 14sd pl. [Backus 1959] ugyanezen nyelvosztily leirdsdra. A Chomsky-féle normdlalak
[Chomsky 1959]-ben, a Greibach-féle normdlforma [Greibach 1965]-ben jelent meg. A negativ
zartsagi tulajdonsdgok a metszet és a komplementerképzés miiveletekre [Scheinberg 1960]-ban
keriiltek bizonyitdsra. A Bar-Hillel lemma [Bar-Hillel et al 1961]-ben jelent meg. Azdta tobb mas
iterdcids lemma is megjelent, amelyek kialakitdsandl az egyik f6cél az, hogy a nem kornyezetfiiggetlen
nyelveknek minél kisebb része teljesitse a feltételeiket. Ilyen ,.ersebb” iterdcids lemma taldlhatd,

188



Kornyezetfiiggetlen nyelvek

pl. [Domosi et al 1996]-ban. A veremautomata Otlete [Oettinger 1961] és [Schutzenberger 1963]-
bél szarmazik. A CYK algoritmust harman egymadstol fiiggetleniil irtdk le: J. Cocke és T. Kasami
nem publikaltak, [ Younger 1967]-ben jelent meg hivatalosan. Az Earley-féle algoritmus pedig [Earley
1970]-ben volt eredetileg publikdlva. A kornyezetfiiggetlen nyelvek szintaktikai elemzése irdnt
érdekléddknek ajanljuk a magyar [Bach 2002] és [Fiilop 2005] tankonyveket.
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8. fejezet - Kornyezetfliiggo nyelvek

A kornyezetfiiggetlen nyelvekkel kapcsolatosan sok elméleti eredmény ismert, és a gyakorlatban is
j6l alkalmazhat6ak, ez koszonhet6 f6leg annak, hogy a levezetési fa fogalma j6l illeszkedik ezekhez
a nyelvtanokhoz, illetve, amint lattuk a széprobléma is hatékonyan megoldhaté. A vildg viszont nem
kornyezetfiiggetlen, nagyon sok olyan jelenséget ismeriink, ami nem irhat6 le kornyezetfiiggetlen
nyelvtanokkal, pl. a természetes nyelvek, az igaz itéletlogikai formuldk nyelve, a primszamok halmaza
stb.

8.1. Szo6hossznemcsokkenté (monoton)
nyelvtanok

El6szor az 1. tipust nyelvtanok és nyelvek dltaldnosabb definicigjat (14sd monoton nyelvtan [25])
vessziik el6 emlékeztetiil.

16. Definicié. Egy G generativ nyelvtant hosszisdgot nem csokkentének (vagy roviden monotonnak)
neveziink, ha minden p — geH szabdlydra Ipl < Igl teljesiil, kivétel csak az S — A alaku szabdly lehet,
de ekkor az S szimb6lum nem szerepelhet egyik szabdly jobboldaldn sem. %

9. Megjegyzés. Az S — A alaku szabdly csak az iressz6 generaldsara hasznélhatd, és pontosan akkor
szerepel egy nyelvtan szabdlyai kozt, ha a generalt nyelv L(G) tartalmazza az iresszot.

8.1. példa - Monoton nyelvtan

Legyena G=({S,A, B, C}, {a,b,c},S,{S— A, S —> abc,S - aABC,A — aABC,A — aBC, CB — BC,

aB — ab, bB — bb, bC — bc, cC — cc}). Egyszertien bizonyithat6, hogy G az L(G)={a"b"c"In = 0}
nyelvet generdlja. %

7z

Egyrészt, az el6z8 fejezetben megmutattuk a Bar-Hillel lemma segitségével, hogy L(G)
nem kornyezetfiiggetlen. Masrészt, az iliressz6-lemma segitségével azt is littuk, hogy minden
kornyezetfiiggetlen nyelv egyben kornyezetfiiggd is; igy a kornyezetfiiggé és kornyezetfiiggetlen
nyelvek esetére a Chomsky hierarchia élességét bizonyitottuk. Mdr csak azt kell beldtnunk, hogy a
monoton nyelvtanok pontosan a kdrnyezetfiiggd nyelvosztalyt generaljak.

Figyeljik meg, hogy egy monoton nyelvtanban pl. a bcA — Baa megengedett szabdly, vagyis a
termindlis betliket is atirhatjuk, ha a kozeliikben nemterminélis szimbo6lum 4ll, ez kicsit ellentmond a
"termindlis" elnevezésnek. Azt hogy a helyzet mégsem ennyire stilyos a kovetkez§ alfejezetben fogjuk
beldtni: minden kornyezetfiiggd nyelvet generdlhatunk olyan monoton nyelvtannal is, amiben nem
torténhet termindlis atiras.

8.2. Normalformak a kdrnyezetfliiggo
nyelvtanokhoz, a monoton és a
kornyezetfiiggo nyelvtanok ekvivalenciaja

A normalformdk itt is nagy jelent6séggel birnak. Az elsé normalforma amivel megismerkediink, a
szabalyok hosszat korlatozza: csak olyan terminélis normalis alaki monoton szabédlyokat engediink
meg, amelyekben a jobboldal hossza maximum kettd.

17. Definicié. Egy monoton nyelvtanrdl azt mondjuk, hogy Kuroda-féle normdlalakban van, ha
minden szabalya az aldbbi alakok egyikében van: A - B,A — BC, A — a, AB — CD(a€T, A, B,
C, DeN). %

59. Tétel. Minden monoton nyelvtanhoz van vele ekvivalens Kuroda normdlformdji nyelvtan.
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Bizonyitds. A bizonyitds konstruktiv, minden G monoton nyelvtan esetén hatékonyan
megkonstrudlhatjuk azt a Kuroda normalformdji nyelvtant, amely az L(G)\ {1} nyelvet generdlja:
Legyen tehat adott G=(N, T, S, H) monoton nyelvtan.

Az algoritmus els6 1épésével (ugyantigy, mint pl. a Chomsky normalforma esetén) elérjiik, hogy a
termindlis szimb6lumok csak A — a alaki szabalyokban forduljanak el8: ehhez vezessiink be minden
termindlis szimb6lumhoz egy-egy a nyelvtanban még nem szerepld 4j nemterminélis szimbdlumot:
tehdt legyen N'={X,lacT}, mikozben NNN'=D. Allitsuk el a H' szabilyrendszert a H- bdl a
kovetkez6képpen: a H minden szabalydban szerepl6 minden a termindlist helyettesitsiink a neki
megfelel6 X, djonnan bevezetett nemtermindlissal és igy masoljuk 4t a H '- be és adjuk még hozza az
X, — a alaku szabdlyokat minden a€ T -re. Ekkor G'=(NUN', T, S, H') ekvivalens G- vel és benne
termindlisok csak X, — a alaku szabalyokban fordulnak eld.

Maisodik 1épésben, ha p — geH, ahol p=A;...A,, és g=B...B,,, akkor vildgos a nyelvtan definici6jabol
kovetkezen, hogy m < n. Ekkor vegyiik sorra a szabdlyokat és jarjunk el a kovetkez6 médon:
- han <2, akkor a szabdly eleget tesz a Kuroda normélformanak.

- ha m=1, n>2, akkor (ugyanugy, mint a Chomsky normélformdra alakitdsnél; lasd Chomsky-féle
normadlalak) helyettesitsik az A — Bj...B, szabdlyt A — B|Cy, C; — B;Cy, ..., C,o — B, 1B,

szabdlyokkal, ahol a Cy, ..., C,,» Gjonnan bevezetett, csak itt szerepl6 nemtermindlisok.
-ham=2, n>2, akkor a Cy, C», ..., C,» Gjonnan bevezetett, és csak itt szerepld, nemtermindlisok

segitségével hozzuk 1étre a kovetkezd szabdlyokat az eredeti szabaly helyettesitésére: AjA, — BCy,
CiA3 = ByCy, ..., CoAy = By Gyt Ciet = BuCy, -, Cyp = By 1By

Az 4j nyelvtan Kuroda normélformaju és ekvivalens az eredetivel. Il

8.2. példa - Kuroda normalforma 1.feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{x,y,z},S,H) kornyezetfligg6 nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normdlalaki nyelvtant, ahol
H={S — ABABx, ABA — AyyyA, Ayyy - Byyy,A— zA— BB,B— §,B— x}.

Megoldas:

(I.) Elso6 1épésben megadunk egy G nyelvtant, ami ekvivalens a G nyelvtannal és termindlis csak

X — a alaku szabdlyban fordul el6 (XeN, ac T).

Ehhez el6szor a G nyelvtan minden olyan x; termindlis betlijéhez, amely szerepel olyan szabélyban,

ami nem normdlalakd, 4j X; nemtermindlist vezetiink be.

Ezutdn a G| nyelvtan H; szabdlyhalmazat dgy kapjuk, hogy felvessziik az X; — x; szabdlyokat, valamint
a H szabdlyhalmaz elemeit dtvessziik gy, hogy a szabdlyokban az x; betlik azon el6forduldsait,

melyek nem normadlalakd szabalyban szerepelnek, X;-re cseréljiik.

Jelen esetben legyenek az tj nemterminélisok az X és az Y, ekkor:
G1=({SA,B,X,Y},{x,y,z},S,H}), ahol
Hi={X— x,Y— y,S— ABABx, ABA — AyyyA, Ayyy - Byyy,A— zA— BB, B— S, B— x}

(II.) Mésodik 1épésben megadunk egy G, nyelvtant, ami ekvivalens

az eredeti nyelvtannal, normalformd;jd és nem szerepel benne ¥ — YY5...Y,, n =3 alaku szabdly.
Ehhez a G| nyelvtanbél indulunk ki.

A H| szabdlyhalmaz Y — Y1Y,...Y,, n 2 3 alakd szabdlyait helyettesitjiik 4j szabalyokkal,

a tobbi szabdlyt pedig valtoztatas nélkiil atvessziik a H, szabdlyhalmazba.

Minden Y — YY>...Y,, n = 3 alaku szabalyhoz

vezessiink be Z,2,, ... ,Z,.» nemtermindlisokat, ahol a Z;-b6l pontosan az Y, ...Y, szét fogjuk levezetni:
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az 6sszes Y — YY,..Y,, n = 3 alaku szabdlyt helyettesitsiik
a kovetkezd szabdlyokkal:

Y- Y7,

71— Yo7,

Zn-3 - Yn-ZZn-2>
Zno— YyaY

Jelen esetben:

Gr=({S,A,B,X,Y,Z\,7»,75},{x,y,2},S,H>), ahol

H)y={X—> x,Y—> y,S— AZ\,Z\ —» BZy, 7, - AZ3, Z3 —» BX, ABA — AYYYA, AYYY — BYYY,
A— zA— BB,B— S, B— x}

(III.) Harmadik 1épésben megadjuk az eredeti nyelvtannal ekvivalens G’ Kuruda-féle norma alaku
nyelvtant.

Ehhez a G, nyelvtanbél indulunk ki.

A Hj szabdlyhalmaz X 1X; ... X, = Y1Y> ... Y;,, n =2, m > 3 alaki szabdlyait helyettesitjiik 0j
szabdlyokkal, a tobbi szabalyt pedig véltoztatds nélkiil tvessziik a H' szabdlyhalmazba.

Minden X1 X, ... X;, = Y1Y5... Y, n 22, m =3 alaki szabdlyhoz vezessiink be

21,2y, ....,2ny» Gj nemtermindlisokat!

Ezek utdn az

XX ... X, = Y1Ys... Y, n 22, m =3 alakd szabdlyokat helyettesitsiik a kovetkezd szabalyokkal:
X]Xz — Y]Z],

Z1X3 g Yzzz,

Zp2Xn = YnaZu,
Zn—] - YnZn,

Zm—3 - Ym—ZZm—Z,
Zm—2 - Ym—IYm-

Jelen esetben:

G'=({S,A,B,X,Y,Zl,ZQ,Z3,Z4,Zs,ZG,Z7,Zg}, {x,y,z},S,H’), ahol

H={X—-> xY— y,S— AZ|,Z1 - BZ) Z, - AZ3, Z3 - BX, AB — AZy, Z4A — YZs5, Z5 — YZ;
Z¢— YA, AY - BZ3, 7Z7Y — YZg, ZgY - YY,A—> 7 A— BB,B— S,B— x} %

8.3. példa - Kuroda normalforma 2.feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{a,b,c},S,H) kornyezetfiiggd nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normadlalakd nyelvtant, ahol
H={ S — BaB, BaB — BaBa, A — SaS,A — ¢, B— AbbA, B— c }.

Megoldas:

(I.) Legyenek az 4j nemtermindlisok az X és az Y, ekkor:

G=({SA,B,X,Y},{a,b,c},S,H}), ahol

Hi={X— aY— b, S— BXB, BXB— BXBX,A— SXS,A— ¢,B— AYYA,B— c}
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L)

G,=({S,A,B,X,Y,Z1,7,,75,74},{a,b,c},S,H3), ahol

H)={X— a,Y—> b,S— BZ,,Z, - XB, BXB— BXBX,A— S7,, 7, —» XS, A — c
B— AZ3, 73— YZ4y Z4— YA, B— ¢}

(IIL.)

G'=({S,A,B,X,Y,Z\,2,,73,74,Z5,Z¢},{a,b,c},S,H"), ahol

H={X—-> a Y- b,S— BZ,Z — XB, BX - BZs, ZsB - XZs Z¢s — BX,

A— 872,72, — XS,A— ¢,B— AZ3, 73— YZ4 Z4— YA, B— c} %

8.4. példa - Kuroda normalforma 3.feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{a,b},S,H) kornyezetfiiggd nyelvtannal ekvivalens
Kuroda-féle normélalaki nyelvtant, ahol
H={S — AB, AB— ABAA, ABA - ABAABB,B— S,A— a,B— b,A— SA}.

Megoldas:

(™)

Mivel a G nyelvtan mar normdlalakban van, ezért G|=G.

ar)

Mivel a G| nyelvtanban nincs Y — Y1Y5...Y,,, n = 3 alaki szabdly,

ezért Go=G].

(IIL.)

G'=({S,A,B,Z\,Z»,73,74,75,7Z¢},{a,b},S,H'), ahol

H'={S— AB,AB— AZ\, Z1 — BZ, 7, —» AA, AB — AZsz, Z3A — BZ4, Z4 — AZs,
Zs — AZs, Z¢— BB,B— S,A— a,B— b,A— SA} %

8.5. példa - Kuroda normalforma 4.feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{0,1},S,H) hosszisidg nemcsdkkentd nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normdlalaki nyelvtant, ahol
H={ S — SAS, SA — BOBO0S, S - 1, A — S0S, BOB0O — 0S0S }.

Megoldas:

(I.) Legyen az 1j nemtermindlis a C, ekkor:

G1=({S,A,B,C},{0,1},5,H}), ahol

Hi={C— 0,5 — SAS, SA — BCBCS,S— 1,A— SCS, BCBC — CSCS}
L)

G>»=({S,A,B,C,Z,,2,},{0,1},8,H>), ahol

Hy={C— 0,S— §7Z;,Z1 — AS,SA— BCBCS,S— 1,A— SZ,, 7, — CS, BCBC — CSCS }
(I11.)

G'Z({S,A,B,C,Zl,Zz,Zg,Z4,Z5,Z6,Z7}, {O,] },S,H'), ahol

H={C—- 0,S— SZ,Z — AS, SA — BZ3, Z3 — CZ4y, Z4 - BZs, Zs — CS,
S— 1,A— 8§87, Z, —» CS, BC— CZs, Z¢B — SZ7, Z;C — CS } *

8.6. példa - Kuroda normalforma 5.feladat

Adjunk meg a G=({S,B},{a,b,c},S,H) hosszisidg nemcsdkkentd nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normdlalaki nyelvtant, ahol
H={S — abc, S - aSBc, cB — Bc, bB — bb}.
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Megoldas:

(I.) Legyenek az 4j nemterminélisok az A, E és a C, ekkor:
Gi1=({S,BA,E,C},{a,b,c},S,H), ahol

H={A—- ¢ E— bC— ¢,S— AEC, S — ASBC, CB — BC, EB — EE}
arn)

G,=({S,BA,E,C,Z\,Z»,Z3},{a,b,c},S,H>), ahol

Hy={A—> a,E— bC— ¢,S— AZ,Z,—> EC,S— AZ, 7, —» SZ3,
73— BC,CB— BC,EB— EE)}

(IIL.)

Mivel a G, nyelvtan mar Kuroda-féle normdlalakban van, ezért G'=G,. %

8.7. példa - Kuroda normalforma 6.feladat

Adjunk meg a G=({S,A,B},{d,e},S,H) hosszisdg nemcsokkent6 nyelvtannal ekvivalens Kuroda-féle
normadlalaki nyelvtant, ahol
H={ S — BeBe, BeBe — dAdA, eB — dede, Bd —» SAS, A — ede }.

Megoldas:

(I.) Legyenek az 4j nemtermindlisok a D és az E, ekkor:

G1=({S,A,B,D,E},{d,e},S,H}), ahol

H\={D— d E— e S— BEBE, BEBE - DADA, EB— DEDE, BD — SAS, A — EDE }
L)

G>=({S,A,B,D,E,Z\,Z,,Z3},{d,e},S,H,), ahol

H)={D— d E— e S— BZ,7Z — EZ, Z, - BE, BEBE - DADA, B— DEDE,

BD — SAS,A — EZ;, 73 — DE}

(I11.)

G>=({S,A,B,D,E,Z\,Z5,73,24,Z5,Z6,27,Z3},{d,e},S,H"), ahol

H={D— d E— e S— BZ,Z — EZ, Z - BE, BE - DZy, Z4B — AZs, ZsE — DA,
EB — DZg, Z¢ — EZ;, Z7 — DE, BD — SZg, 73 — AS,A — EZ;,Z3 — DE} %

7 2z

A Kuroda-féle normalformat a Révész Gyorgy nevéhez f{iz6d6 észrevétellel tovabb alakithatjuk.
Révész-triilkk

Egy AB — CD alaki monoton szabdly helyettesithet6 a kovetkezd négy szabdllyal, ahol A' és B'
Ujonnan bevezetett nemtermindlisok:

AB —> A'B
A'B—A'B'
A'B'— CB'
CB'—- CD

Figyeljiik meg, hogy az djonnan bevezetett szabilyok mindegyike eleget tesz a kornyezetfiiggd
nyelvtanokndl el&irt megszoritdsoknak. Ez alapjan kimondhatjuk a kovetkez6 tételt.

60. Tétel. Minden monoton nyelvtanhoz van vele ekvivalens, aminek szabdlyai csak A - B,A — BC,
A — a,AB — AC, AB — CB alakuak lehetnek ( a€T, A, B, CeN ).

Ezzel egyittal azt is bizonyitottuk, hogy minden monoton nyelvtannal generdlhat6 nyelv generalhaté
kornyezetfiiggd nyelvtannal is. Mivel a mésik irdnyd tartalmazds a nyelvtantipusok definicidjabol
addéddan nyilvanvalé (vagyis minden kornyezetfiiggd nyelvtan egyben monoton is), ezért :

5. Kovetkezmény. A monoton és a kornyezetfiiggd nyelvtanok &ltal generdlt nyelvek osztilya
megegyezik (igy, most mdr jogosan hivhatjuk a monoton nyelvtanok dltal generdlt nyelveket
kornyezetfiiggbnek).
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Tovabbi normalformakat mutatunk a kdrnyezetfiiggd nyelvosztalyhoz (bizonyitasok nélkiil).
Cremers normélforma (lanc szabdlyok kikiiszobolése):

61. Tétel. Minden kornyezetfiiggé nyelvtanhoz van vele ekvivalens, melynek szabélyai csak a
kovetkezd alakiak lehetnek:

A—a,A - BC,AB — CD.
Révész-féle egyoldali norméalforma:

18. Definicio. Egy nyelvtan Révész-féle egyoldali normalformaju, ha szabalyai csak A —» a,A — B,
A - BC,AB — AC, AB — BA alakuak lehetnek ( a€T, A, B, CEN). %

62. Tétel. Minden kornyezetfiiggé nyelvtanhoz van vele ekvivalens Révész-féle egyoldali
norméalforméju nyelvtan.

10. Megjegyzés. Révész-féle egyoldali normdlformaji nyelvtanban csak egyoldali kornyezetfiiggés
megengedett, viszont permutdcidés szabdly (helycsere) haszndlhaté (ami nem tesz eleget a
kornyezetfiiggd definiciénak).

Felmertilhet a kérdés, hogy vajon mindkét tipusi nem kornyezetfiiggetlen szabdalyra sziikség van-e
ahhoz, hogy (minden) kornyezetfiigg6 nyelvet generdlni tudjunk.

A permuticids nyelvek esetében kornyezetfiiggetlen szabédlyok mellé AB — BA alaki szabdlyokat
véve nem kornyezetfiiggetlen, kornyezetfiiggd nyelveket is generdlhatunk. (lasd, a kovetkezd
alfejezetben: Permutacids nyelvek). Az el6z6 kérdésre a vélaszt a kovetkezd egyoldali normélforma
adja meg:

19. Definicid. Egy kornyezetfiiggd nyelvtanrdl azt mondjuk, hogy Penttonen normélforméban van, ha
minden szabdlyadra illik az al4dbbi alakok egyike A — a,A — BC, AB — AC(a<T, A, B, CeN). k&

63. Tétel. Minden kornyezetfiiggd nyelvtannal van ekvivalens olyan, amely Penttonen normélalakd.

A normélformdk bevezetése sordn egyrészt a szabalyok hosszdnak korldtozdsa volt fontos, masrészt
a kiilonboz6 tipusd rekurzidk kikiiszobolése, pl. egy (egyszerli és nem teljesen jOl megirt)
szamitégépprogram koénnyen végetlen ciklusba keriilhet, egy jOol megirt program pedig sokkal
Osszetettebb kell, hogy legyen, ha valamilyen rekurziét engednek meg a nyelvtan szabdlyai, hiszen az
eléfordul6 rekurziok némelyikét kiilon kezelni kell.

A kornyezetfiiggetlen esetben a Chomsky-féle normdlalak egyik nagy elénye, hogy a lancszabélyok
altal okozott rekurzi6 (pl. A - B, B — C, C — A ) nem okozhat gondot, - minden 1épésben vagy
n6 a mondatforma hossza, vagy termindlist vezetiink be, - ezért miikodik jol pl. a CYK algoritmus.
A lancszabdlyok a kornyezetfiiggd esetben is kikiisziilhetéek, ahogy a Cremers és a Penttonen-féle
normélformék sem tartalmaznak ilyet.

A Greibach normélforma Greibach normélforma a balrekurziét kiiszoboli ki, ezért ugyancsak fontos
lehet néhany széelemzd algoritmus szdmdra (legbalodali levezetés esetén).

Kornyezetfiiggd esetben viszont, az eddig éltalunk legerSsebbnek vélt normalforma is megenged
rekurziét: a nem kornyezetfiiggetlen szabdlyok esetén a mondatforma hossza nem valtozik.

Kornyezetfiiggd rekurzidénak nevezziik azt, ha csupdn AB — AC alaki szabdlyok segitségével egy
levezetés "korbe mehet", vagyis vannak olyan E és F nemtermindlisok, hogy EF='EF, vagyis
valahdny (nem nulla) 1épés utdn ismétlédés 1éphet fel. Egy ilyen egyszer(i ismétlodést generdlhat pl.
az AB — AC és AC — AB szabdlyok egyiittes jelenléte.

Egy nyelvtant rekurzi6-mentes normdalformdjinak hivunk, ha Penttonen normaélforméaji és
kornyezetfiiggé rekurzié nincs benne. A kovetkezd tétel Nagy Benedek és Varga Péter nevéhez
fliz6dik:

64. Tétel. Minden kornyezetfiiggd nyelvtanhoz van vele ekvivalens, ami rekurzié-mentes
normalformajd.
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8.3. Permutacios nyelvek

Nézziikk tehat az A — a, A — B, A —» BC, AB — BA alaki szabdlyokkal rendelkezd
nyelvtanokat: segitségiikkel nem generdlhaté minden kornyezetfiiggd nyelv, de generdlhatéak nem
kornyezetfiiggetlen nyelvek is, tehat az ilyen tipusd szabalyokkal generdlhat6 Permuticids nyelvek
halmaza a Chomsky hierarchidban szigoriian a kornyezetfiiggetlen és a kornyezetfiiggd nyelvcsaladok
kozt helyezkedik el.

8.8. példa - Permutacios nyelvtan

Legyen G=({S, A, B, C}, {a, b, c}, S, {S = SABC,S - ABC,AB — BA, BA - AB,AC — CA, CA —
AC,BC - CB,CB - BC,A - a, B — b, C — ¢}), ekkor L(G)= {w | a w széban az a, b és c betlik
szama megegyezik (és nem 0) }. Belathatd, hogy L(G) nem kornyezetfiiggetlen. %

N
AN

z\ B C C B\
a C B b
A B
AN

P

Mivel a permuticids szabdlyok ( AB — BA ) alkalmazdsa esetén a mondatformaban nem véltozik
meg a szerepld (termindlis €s nemtermindlis) betlik szdma, a tobbi szabdly pedig kornyeztfiiggetlen,
minden levezetésnek van olyan megfelel§je, amiben a permuticids szabdlyokat nem alkalmazzuk,
a tobbi szabdlyt pedig az eredeti levezetésben taldlhatd sorrendben alkalmazzuk. Az ilyen levezetés
végén kapott sz0 betliekvivalens az eredetileg levezetett szoval. (Betliekvivalens két sz6, ha minden
betlibsl pont ugyanannyit tartalmaznak; két nyelv pedig akkor ha barmelyik nyelv barmely szavdhoz
van vele betliekvivalens sz6 a méasik nyelvben.) Viszont a permuticiés szabdlyok (hasznélata) nélkiili
nyelvtan kornyezetfiiggetlen nyelvet generdl: tehat a permutédciés nyelvtan dltal generdlt nyelvben

mindig van egy az eredeti nyelvvel betlickvivalens krnyezetfiiggetlen résznyelv. Az a"b"c" nyelvben
minden sz6 csak sajat magaval betlivekvivalens, igy nem teljesiil rd az el6z6ekben ismertetett feltétel,
tahdt nem permutaciés nyelv.

Ide tartoz6 nyitott probléma: vajon az A — B alakd lancszabdlyok kikiiszobolhetSek-e, vagyis
generdlhaté-e minden permutéciés nyelv lancszabélyok nélkiil?

A sz6probléma megoldasara hatékony algoritmus 1étezésének kérdése is nyitott kérdés, vagyis jelenleg
nem tudjuk, hogy melyik bonyolultsigi osztilyhoz tartozik ez a probléma.

A permutéciés nyelvtanok generdld ereje novekszik, ha kett6 hosszisdgi permutidcids szabdlyok
helyett harom hosszisagiakat is megengediink (pl. ABC — CBA ), vagyis az igy kapott Perm;
nyelvosztaly szigordan a Perm=Perm; és a kornyezetfiiggd nyelvek osztilya kozott helyezkedik el a
hierarchidban.

A permuticiés nyelvek nem zdartak a reguldris nyelvekkel valé metszetképzésre (a példaként
. - o £ 21 2114 L. sk ok
bemutatott ugyanannyi a, b és c betlit tartalmaz6 szavakbdl 4116 nyelv metszete a reguléris a b ¢

nyelvvel éppen a"b"c", a kornyezetfiiggetlen nyelvek pedig zartak a reguléris nyelvekkel vett
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metszetképzésre). Egy permuticids és egy reguldris nyelv metszeteként el6dllé nyelvek osztilya a
a hierarchidban.

Perm-reg nyelvosztily szigordan a Perm és a kornyezetfiiggd nyelvek osztdlya kozott helyezkedik el

8.4. Levezetési grafok, levezetési fak a
kornyezetfiiggo nyelvtanokhoz

A kornyezetfiiggd nyelvek esetén is dbrazolhatjuk a megfeleld nyelvtanokban a levezetéseket grafok
segitségével. Monoton esetben vegyiik a kovetkezd példat
8.9. példa - Levezetési graf monoton esetben

Legyen ({S, A, B, C, D, E, F, G}, {a, b}, S, H) egy monoton nyelvtan, ahol H={S — DABE, S —
DABEF, F — GG, F —» GGF, G — b, aG — Ga, BE — aa, Aa — aa, Da — aa, AB — BAA, DB
sz6 levezetési grafja

— DC, CA — AAC, CE — BE}. A kovetkez6 dbran egy példaleveztést lathatunk: az aaabaabbaabbb

| G G |
W] ( / J ’l IIIII Illllll'. Illl ( i‘/[uhll
- |III I"-,I Il'ul \ :
|l x‘/;\‘r ll I'.I \ \ lll".llh/ ,Aj
| | ",I 'I.I |\ ,I\II . I"u,l v b
I'lI I| | I'".I u{\ E l"n llll"ll Il'nl
I|I I|| I'II "'., _ ;/'i‘ ﬁl‘; I"I.III .I"'.
| | | | @ a__ |
II III|I I| |I'.I ;Al ;IA I' \
\ K

a
*

A monoton nyelvtanok esetén a levezetési graf paros graf, kétféle csucstipussal: a levezetési faknal
szokdsos betlicimkézett (nemterminalis, terminalis, illetve csak az iiresszé levezetése esetén a A )

illetve szabdlycimkézett csicsok (itt a cimkéket altaldban elhagyhatjuk, hiszen a befuté és kifuté élek
altal mutatott csticsok cimkéibdl egyértelmiien felirhaté az alkalmazott levezetési szabdly)

Kornyezetfiiggd nyelvtan esetén ez a graf nagyon redundans, ugyanis az dsszes kornyezetszimb6lum

megismétlésre keriil. Ezen segithetiink, ha nem ismételjiik meg Sket, hanem specidlis "kornyezet-
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élek" (illetve kornyezetdoboz) segitségével jeloljiik meg a grafban, hogy az adott nemtermindlis azért
helyettesithetd a megadott médon, mert a megfeleld kornyezet rendelkezésre 4ll. Ily médon csak a
hagyomanyos levezetési fakndl megszokott csucstipusra van sziikségiink, viszont kétféle éltipusra.
Példaként az ABCD — ABSBD szabaly kétféle abrazoldsa lathaté a kovetkezd dbran:

A B ¢ D

8.10. példa - Levezetési graf kornyezetfiiggé nyelvtanban

Legyen adott a G=({S, A, B, C, D, E, F, G, I, J, K, L, M, O, P}, {a, b, c}, S, H) kornyezetfiiggd
nyelvtan, ahol a H szabalyhalmaz:

H={S — aSA, S — bSB, abS — abCE, baSA — baDFA, EA — EG, EG — IG, IG — IE, IE — AE, EB
— EJ,EJ] - KJ,KJ] - KE,KE — BE, FA —» FL, FL - ML, ML — MF, MF — AF,FB — FO, FO —
PO, PO — PF,PF — BF,CA— CE,CB— CF,DA —- DE,DB— DF,C—a,D—b,E— a,F — b}.

7 2

A kovetkez0 dbran egy levezetést ldthatunk.

*

Még specidlisabb a helyzet, ha csak Penttonen normalformdji nyelvtant engediink meg, ekkor a
kornyezet mindig csak egy baloldali szomszédos nemtermindlis lehet. Erre az esetre definidljuk
formadlisan a kornyezetfiiggd "levezetési fat":

20. Definicié. Legyen G=(N, T, S, H) Penttonen normélformdju nyelvtan. Egy ¢ mondatformdhoz
a levezetési fat a kovetkez&képpen irhatjuk le: irdnyitott csicscimkézett (a cimkék az (NUT)
halmazbeliek) graf. A levezetési élek (folytonosak az 4dbrdn) hagyomdnyos értelemben vett fa
szerkezetet adnak a grafnak (pontosan ahogyan a kornyezetfiiggetlen esetben). A gyokér cimkéje S.
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Minden nem levél elem cimkéje nemtermindlis. A levélelemek cimkéit balrél jobbra 6sszeolvasva
g- t kapjuk. Legyen A egy nem levélelem cimkéje és legyen r a gyerekeinek a cimkéi balrél jobbra
osszeolvasva. Ekkor a kovetkezd feltételeknek kell teljesiilnie:

- Ha kornyezetél (az dbran szaggatott) nem érkezik be az adott A cimkéjii csicsba, akkor A — r alaki
leveztési szabdlyt tartalmaz a G nyelvtan H szabalyrendszere.

sz

- Ha pontosan egy kornyezetél érkezik az adott A cimkéjdi csicsba, akkor legyen annak a balszomszéd
dgon levd csicsnak ahonnan a kornyezetél indul a cimkéje C, ekkor CA — CreH. %

Minden kornyezetél két szomszédos agat kot 0ssze (balrdl jobbra), vagyis pontosan akkor mehet
egy a (C cimkéjl) csicsbdl kornyezetél egy (A cimkéjli) csicsba, ha a levezetési fdban y az a
legalacsonyabban lev§ cstcs, amely mind az «, mind a § csicsot domindlja (a legutols6 kozos Gse
mindkettdnek); o a y baloldali részfdjanak legjobboldali 4gdn van, mig 8 a y jobboldali részfijanak

7 oz

legbalodali 4gan helyezkedik el (lasd a kovetkezd dbrat is). Ezen kiviil a kovetkezd feltételnek is
teljesiilnie kell: a J csucs egyik 6sébdl sem indulhat kornyezetél az e csics egyik leszdrmazottjdhoz
sem, ha ¢ csicsbdl indul kornyezetél az € csticsba. Egy cstcsbol tobb kornyzezetél is indulhat, de

maximum egy érkezhet.
8.11. példa - Kornyezetfiiggo levezetési fa

Legyen adott a ({S,A,B,C,D,E, F, G, 1,J,K, L, M, O}, {a, b, c}, S, H) kbrnyezetfiigg6é nyelvtan
Penttonen normalformaban:

H={S - AG,G > BC,A—> 1J,J] > DE,EB — FEE, EC - EK,K — FL,D — IM, M — AB, BE —
BB, BF - BO,0 - CL,A —»a,B—>b,C—>c¢,D »a,E—>b,F—>c,I—>a,L — c}.

Egy példalevezetést 1athatunk a kovetkezd abran.

b

*

Figyeljiik meg hogy a levezetési graf szerkezete milyen egyszerd, a struktirdja az ebben a fejezetben
kordbban ismertetett grafokndl tényleg sokkal kozelebb 4ll a fahoz.
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8.4.1.

Az el6z6ek alapjan, kicsit pongyoldn, a kovetkezd feltételt mondhatjuk a kornyezetélekre: egy
kornyezetél nem metszhet semmilyen mas élt a grafban.

Ugy is felfoghatjuk, hogy egy adott d4gon levé csticsra a balszomszéd dg "drnyékot" vet, azok a
nemtermindlisok johetnek széba kornyezetél inditdsdra egy adott csicsba, melyeknek ott lehet az
arnyéka. Egy levezetési fat befejezettnek neveziink, ha minden levéleleme termindlis.

Legbaloldalibb levezetés és atfogalmazasa

Mint ahogy a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok esetén lattuk a legbalodali levezetés 1étezése fontos
szerepet jatszott, hiszen a veremautomata egy adott levezetési fa legbalodali levezetését szimuldlta.
A legbaloldalibb levezetést ott mondatformdra definidltuk, mindig a benne szerepld elsé (vagyis
legbalodali) nemtermindlisra alkalmaztunk egy alkalmazhatd levezetési szabalyt. A kornyezetfiigetlen
esetben ez a definicié egybeesik azzal, hogy a levezetési fdban mindig a legbaloldalibb még be nem
fejezett dgon folytatjuk a levezetést, vagyis a fa tovabbépitését.

Ismert, hogy barmilyen generativ nyelvtan (tehdt barmilyen 0. tipusi nyelvtan) esetén, ha csak
legbaloldalibb levezetést engediink meg (vagyis mindig csak olyan szabdlyt alkalmazhatunk, ami
a legels6 szerepld nemtermindlisndl alkalmazhatd, és ott alkalmazzuk), akkor a generdlt nyelv
kornyezetfiiggetlen lesz.

Ezek alapjan tehdt ahhoz, hogy a generdld ereje egy (nem kornyezetfiiggetlen) nyelvtannak ne
csokkenjen, sziikséges a legbalodali levezetés fogalmanak altalanositasa (atfogalmazasa).

21. Definicié. Legbaloldalibb levezetésnek (vagy legbalodali konstrukciénak) nevezziik
kornyezetfiiggd esetben a (Penttonen normdlform4jd nyelvtan esetén a) levezetési fa felépitésének
legbalodali médjat: minden 1épésben a legbalodali levélelemnél folytatjuk a leveztést (a levezetési
fa megkonstrudlasat) innen induld levezetési él(ek) bevezetésével, esetlegesen felhaszndlva egy a
grafban mar jelenlevd baloldali szomszédos cstcsot kornyezetél segitségével (a kordbbiakban leirt
feltételek betartasaval). %

65. Tétel. Legyen adottegy G=(N, T, S, H) Penttonen normalformajd nyelvtan. Egy w sz6hoz pontosan
akkor l1étezik befejezett levezetési fa, illetve legbaloldalibb levezetés, ha weL(G).

8.5. Arnyék-veremautomata

Ahogy az eredeti legbaloldalibb levezetés alapjdn a veremautomatdt megkonstrudlhattuk, dgy
készitjiikk el az drnyék-veremautomatit a kornyezetfiiggd legbaloldalibb levezetés esetére. Az
arnyék-veremautomata vermében a hagyoményos veremszimbdlumok mellett, &rnyékszimbdlumok
is lehetnek. Az automata olvashat a szalagrél egy betiit, lidtja a veremben levd legfelsd
veremszimbdlumot, illetve a kozvetleniil ezen levs arnyékszimbdlumhoz is hozzéaférhet.

22. Definicid. Az (dllapotnélkiili nemdeterminisztikus) arnyék-veremautomata egy SPDA=(T, ZUZ',
Xo, d) rendezett négyes, ahol T az input dbécé, Z a veremabécé, Z'={X '| XeZ} az arnyékszimbo6lumok
halmaza, X a kezd6 veremszimbdlum, d:(TU{A})xZxZ"' — (ZUZ ')* pedig az atmenetfiiggvény; ahol
a d atmenetfiiggvény a kovetkez$ atmeneteket irhatja le:

- A, A'ed(a, A, 1), ez az atmenet csak akkor lehetséges ha nincs drnyékszimbdélum az A felett a
veremben, ekkor az automata elolvassa az a- t a szalagrdl és torli a verem tetején levd A- t, vagy
kicseréli az arnyékéara (A").

- BC, BCA'ed(4, A, 1), ezekben az atmenetekben az A- ra ratessziik a C- t és a B- t (a B lesz a legfels6
veremszimbdlum), és az A- t toroljiik, vagy az arnyékara cseréljik.

-C,CB',A'C, A'CB'ed(A, B, A"), ezekben az atmenetekben az A' arnyékszimbélumnak pont a
legfelsd verem szimbolumon, B- n kell lennie; ekkor B- re rétessziik a C- t (a C lesz a legfelsd
veremszimbdlum) és a B- t toroljiik, vagy az drnyékara cseréljiik, illetve az A '- t is torolhetjiik. *
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Az arnyék-veremautomata egy konfiguricidja (w, z), ahol weT a még feldolgozandé input, ze(ZUZ by
pedig a verem aktudlis tartalma. Akkor fogadunk el egy w sz6t, ha a (w, X() konfiguraciébol a megadott
atmenetek alapjan véges sok 1épésben elérhetd a (4, A1) konfiguricid, vagyis elfogy az input és a verem
kitiriil. Beldthaté, hogy az automata a Penntonen normélforma alapjan értelmezett legbaloldalibb
levezetést szimuldlja, igy bizonyithat6 a kovetkez6 tétel.

66. Tétel. Az allapotnélkiili nemdeterminisztikus drnyék-veremautomatak pontosan a kdrnyezetfiiggd
nyelvek osztalyat fogadjdk el.

8.12. példa - Arnyék-veremautomata és miikdése

Legyen SPDA=({a,b,c},{S,A,B,C,D,E,F,G,I.J,K,LLM,0}VU {S"A'B"C'D"EF'\G"I'J\K'L'M',0'}, S,
d), ahol d a kovetkez6képpen definialt:

LA €d(a,A, 1),

A,B'€d(b,B, 1),

2,C'€d(c,C, ),

D' ed(a,D, 1),

ME'€d(b,E, 1),

AF'€d(c,F, A,

A ed(al 1),

AL €d(c,L, ),

AG,AGS' €d(),S, 1),
BC,BCG' €d(),G, A),

ILIJA' €d(MLA, 1),

DE,DEJ' €d()\,J, A,
FLFLK' €d(AK, 1),
IM,IMD' €d(A,D, 1),
AB,ABM' €d(,M, 1),
CL,CLO' €d(),0, %),
EEB'EEEEB €d(\B, E,
K,KC'EK,EKC' €d(\,C, E",
B,BE'B'B,B'BE' €d(\E, B),
0,0F',B'O,B'OF' €d(\,F, B).

Ekkor az aaabbbccc input sz6n lehetséges az SPDA kovetkezd futdsa: a konfigurdcidkat adjuk meg, az
arnyékszimbdlumokat (piros és lila), illetve az dtmenetfiiggvényben felhaszndlt inputbetiiket (kék) és
a verem tetején felhaszndlt betiiket (kék veremszimbolum, illetve lila d&rnyékszimbo6lum) emeltiik ki.
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(aaabbbccc, S)
(aaabbbcce, AG)
(aaabbbccc, 1JG)
( aabbbccc, JG)
( aabbbccc, DEG)
( aabbbccc, IMEG)
( abbbccc, MEG)
( abbbccc, ABEG)

( bbbcce, BEG)
( bbccc, B'EG)
( bbcce, BE'G)
( bcee, B'E'G)
( becec, B'E’BC)
( bcee, B’EC)
( bcce, BE'C)
( ccc, B'E'C)
( cce, B’ K)
( cce, B’FL)
( ccc, oL)
( cce, CLY)
( cc, LL)
( c L)
( % %)

Ez alapjdn a sz6t az automata elfogadja. %

8.6. Linearisan korlatozott automata

A kovetkezbkben egy madsik, a szakirodalom dltal jél ismert olyan automata modellt mutatunk be,
amely pontosan a kornyezetfiiggé nyelveket fogadja el. A linedrisan korldtolt automatdnak (Linear
Bounded Automaton (LBA), vagy linedrisan korlatozott Turing-gép) tobb valtozata is ismert, ezek
koziil ismertetiink egyet. Az automata egy véges vezérldvel rendelkezik és egy szalaggal, amelyen
kezdetben az input sz6 all. Az automata a miikodése soran két 1ényeges eltérést mutat az eddig targyalt
automatakhoz képest: az egyik, hogy a szalagon a fej el6re és hatra is mozoghat, a masik, még
Iényegesebb, hogy nem csak olvashatja a szalagot, de annak tartalmat 4t is irhatja, ennek megfelelGen
nem olvasé, hanem iré-olvasé fejrol beszéliink.

23. Definicié. Az LBA=(Q, T, V, qo, #, d, F)- t (nemdetrminisztikus) linedrisan korldtozott automatanak
hivjuk, ha Q az llapotok véges halmaza, T az inputdbécé, V2T a szalagabécé, go a kezdballapot, #eWT
specidlis jel a szalag azon részén, ahol nincs input (tulajdonképpen a sz6koz jelnek feleltetheté meg),
d az atmenetfiiggvény, FCQ pedig a végéllapotok halmaza. A d dtmenetfiiggvény (leképezés) alakja
a kovetkezd: a (Ox(V\{#})) halmazbdl képez a (OxVx{Bal, Jobb, Helyben}) részhalmazaiba, illetve
(Ox{#}) halmazbdl képez a (Ox#x{Bal, Jobb, Helyben}) részhalmazaiba. %

Az automata egy konfiguracidjat (u, g, av) —ként irhatjuk le, ahol u, ve Va szalagon levd informacié
a fejtdl balra, illetve jobbra, geQ az aktudlis dllapot, aeV pedig a fej éltal éppen latott szimbSlum a
szalagon. Kezdetben az input # jelek kozott szerepel az input szalagon és a fej az input elsd betdjére
van poziciondlva, vagyis a kezdeti konfiguraci6 (A, g, aw") ahol az input w=aw'. (Uressz6 input
esetén (4, qo, #) a konfiguracié kezdetben.)

Az automata vezérlGje (a d leképezés 4ltal leirt mdédon) az aktudlis 4llapot és az éppen olvasott
szimbdélum alapjan nemdeterminisztikusan valaszt a lehetséges dtmenetek koziil: (¢ ', b, m)ed(q, a)
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jelentése: ha az automata g dllapotban van és a szimb6lumot 1t a szalagon, akkor dtmehet ¢ ' llapotba,
mikozben a szalagon a helyére b- t ir és a fej az me{Bal, Jobb, Helyben} altal megadott irdnyba
1ép egyet a szalagon (vagy értelemszerlien Helyben esetén helyben marad). Akkor mondjuk, hogy az
automata elfogadott egy input szét, ha van az dtmeneteknek olyan véges sorozata a sz6 feldolgozasa
sordn, hogy az automata végallapotba jut. Az elfogadott szavak halmaza adja az elfogadott (vagy
felismert) nyelvet.

A definiciébdl 14thato, hogy a szalagon levé # jelek nem irhatdak feliil, ennek megfelel6en az automata
csak az eredeti input dltal elfoglalt teriiletet hasznélhatja szdmolasra.

67. Tétel. A linedrisan korldtozott automatdkkal elfogadott nyelvek osztilya megegyezik a
kornyezetfiigg6 nyelvek osztalyaval.

A bizonyitds otletét roviden mutatjuk be: Ha egy nyelv kornyezetfiiggd, akkor monoton nyelvtannal
generdlhatd, vagyis a mondatforma hossza a levezetés egyik 1épésében sem haladja meg a levezett sz6
hosszét. Az adott nyelvtan alapjan megszerkeszthet6 egy olyan linedrisan korlatozott automata, amely
éppen a szabdlyok alkalmazdsét szimuldlja visszafelé. Ha adott egy linedrisan korlatozott automata,
akkor készithet6 egy olyan analitikus nyelvtan, amely pont az automatét szimuldlja, a nemterminélis
éppen a fej helyét jeloli, és tarolja az aktudlis allapotot. Ez alapjan a dudlis, generativ nyelvtan is
elkészithet6, ami monoton. il

Itt jegyezziik meg, hogy a nemdeterminisztikus linedrisan korldtozott automata az amely a
kornyezetfiiggd nyelvosztily elfogaddsira alkalmas, az pedig, hogy a determinisztikus linedrisan
korldtozott automatdk éltal felismert nyelvek osztdlya valédi részhalmaza-e ennek egy e jegyzet
megirdsa idején is fenndll6 nevezetes megoldatlan probléma.

Igazolhat6, hogy az ismertetett modellel ekvivalensek, vagyis ugyanezt a nyelvosztalyt fogadjak
el azok a linedrisan korlatozott automatdk, ahol az automatinak egy elére rogzitett k konstansszor
annyi szalagpozici6 (tarhely) all rendelkezésre miikodése sordn, mint az input hossza (lasd Tarhely
tétel [223]). Tovabbad az is ismert (Savitch tétele (ejtsd: szévics)), hogy determinisztikus
automataval, négyzetesen korlatolt tarral (vagyis, ahol az inputsz6 hosszanak négyzetével ardnyos a
megengedetten felhasznalhato szalagteriilet) minden kornyezetfiiggd nyelv felismerhetd.

8.7. A kornyezetfiggo nyelvek tulajdonsagai

8.7.1.

A kornyezetfiiggé nyelvek halmaza tartalmaz tobb olyan nyelvet is, amely nem tesz eleget a

konstansnovekmény elvének: pl. : {a’ | p primszdm }, {ak | k négyzetszam } vagy {ak | k=2' valamely
i természetes szamra }. A kornyezetfiigg6 nyelvek osztdlydban szerepld nyelvekre igy nincs dltalanos
pumpadld/iteracids lemma.

A szoprobléma

A kornyezetfiiggd nyelvekre a szoprobléma eldonthetS, vagyis meg lehet adni olyan algoritmust,
ami véges id6 alatt eldonti, hogy egy adott sz6 szerepel-e az adott monoton nyelvtan daltal
generdlt nyelvben. Mivel a mondatforma hossza egy levezetés sordn nem csokkenhet, adott hosszig
generalhat6, és igy felsorolhaté az Gsszes generdlhaté mondatforma. Igy ha az adott w sz6 hossza
n, akkor n+1 hosszig felsorolva (levezetve) az 0sszes levezethetd sz6t eldonthetd, hogy w eleme-e a
generdlt nyelvnek, formdlisan tehat:

68. Tétel. Barmely G=(N, T, S, H) kornyezetfiiggd grammatikardl és tetszSleges weT" sz6rol
eldonthetd, hogy weL(G) fennéll-e.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy tetszbleges 1-tipusi G=(N, T, S, H) nyelvtan esetén az esetleges
S — A szabdlytdl eltekintve minden egyes szabdly baloldaldnak hossza legfeljebb akkora mint
a jobboldalé. Rdadasul, tekintettel arra, hogy az § — A szabdly fellépésekor S nem fordulhat
el6 egyetlen szabdly jobboldaldn sem, minden olyan esetben, amikor egy S=W;=...=W=w
levezetés elsd 1épésében nem az S — A szabdlyt alkalmazzuk, az S — A szabdlyt egyetlen
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8.7.2.

tovabbi lépésben sem tudjuk alkalmazni. Tehdt egy S=W;=...=W,=w levezetés vagy S=A1
alakd, vagy pedig ISI<IWil < ... <IWJ] <Iwl fenn fog 4llni. Tehét a levezetés egyetlen 1épése sem
eredményezhet lwl- nél hosszabb (NUT)"- beli sz6t (mondatformat). Nyilvadnvald, hogy ha egy
sz6 G- ben levezethetS, akkor levezethetd oly médon, hogy a levezetés sordn nincs ismétl6dd
mondatforma. Képletben, ha (S=)Wy=W,=...=W=w mellett W=W; telesiil valamely 0 <i<j<t
parra (a levezetés utols6 1épéseként ad6do T - beli sz6 a levezetés definicidja értelmében nem
ismétlédhet), akkor (S=)Wp=...=>W=>W;,|=...=W>wis fenndll (ahol j=t esetén a Wj,;=...=W,;
Iépések értelemszeriien elmaradnak). Az ilyen ismétlddéseket nem tartalmazd levezetések szdma
véges. Nevezetesen, (eltekintve az egy 1épéses S= 41 esettd]) nem nagyobb mint a NUT dbécé feletti, Iwl-

W

i
nél nem hosszabb szavakbdl 4116 ismétl6dés nélkiili sz6sorozatok hossza, vagyis . 1|N U 7—1 Vagyis,
1=
ha el akarjuk donteni a weL(G) kérdést, w=A esetén meg kell vizsgdlnunk, hogy S — A szerepel-e
a szabalyok kozott, w#A esetén pedig meg kell vizsgalnunk azt, hogy az ismétl6dés nélkiili, Iwl- nél

W

i
hosszabb szavakat nem tartalmazé (véges sok, _Zl|N U TI -ndl nem nagyobb szdmu) levezetések kozt
i=

van-e olyan, melynek az utolsé 1épéseként w ad6dik. Ha igen, weL(G), kiilonben pedig w¢L(G). Ezzel
bizonyitdsunk végéhez értiink. 1l

Itt hivjuk fel a figyelmet, hogy a rekurzié-mentes normalformaji nyelvtanok esetén eleve kizarhato,
hogy ismétlédé mondatforma Iépjen fel egy levezetés sordn. Ha a lehetséges levezetéseket a
mesterséges intelligencidban allapottér grafnak nevezett graffal reprezentaljuk, akkor a rekurzié-
mentes normalforma esetén a graf tehat kormentes lesz, igy akar egy visszalépéses keresd, aminek
Iépésszamkorlitja a mondatforma hosszanak fiiggvénye, is képes a széprobléma eldontésére. A
szoproblémara a kornyezetfiiggd esetben nincs (nem ismert) hatékony algoritmus, a probléma,
hogy tetsz6leges kornyezetfiiggd nyelvet generald (akar valamely ismertetett normalforméaban levd)
nyelvtan generdl-e egy adott szot dltalanosan PSPACE-teljes probléma (vagyis hidba elég legfeljebb
négyzetes tar a determinisztikus, illetve linedris tir a nemdeterminisztikus esetben, a probléma a
legbonyolultabb problémdk kozt van, melyek megolddsdhoz polinomidlis tirra van sziikség (lasd
Bonyolultsagi osztilyok)).

Zartsagi tulajdonsagok
69. Tétel. A kornyezetfiiggs nyelvek osztalya zart a reguldris miveletekre.

Bizonyitds. Konstruktiv: legyen adott L és L, kornyezetfiiggd nyelvek. Legyen adva (Ny, T, S, H})
és (N, T, S», Hp) két Kuroda normélforméjui nyelvtan, amely L; és L, liresszOmentes részét generdlja,
ahol N és N, diszjunktak.

Konstrudljuk meg a (NJUN,U{S}, T, S, H) nyelvtant, ahol S 4j szimb6lum, nem szerepel sem Ny, sem
N, elemei kozt, H pedig a kovetkezbképpen definidlt: H=H|\UH,U{S — §1, S — $,}, illetve legyen
S — A benne a H- ban pontosan akkor ha az L és L, nyelvek legaldbb egyike tartalmazza az iiresszot.
Konnyen beldthatd, hogy az 4j nyelvtan megfelel a monoton nyelvtan definicidjanak és éppen L és
L, unidjat generdlja.

Tekintsiik most a (NJUN,U{S}, T, S, H) nyelvtant, ahol S 4j szimb6lum, nem szerepel sem Nj, sem
N, elemei kozt, H pedig a kovetkezSképpen definialt:

H=H|UH,U{S — 515>}, ha sem L; sem L, nem tartalmazza az {iresszot,
H=H|UH,U{S — §5,, S — S} ha L, tartalmazza az iiresszot, de L; nem,
H=HUH,U{S — 555, S — S»} ha L, tartalmazza az tiressz6t és L, nem,

H=H|UHU{S — 5152, S = S1, S — 82, § — A} ha az L és L, nyelvek mindegyike tartalmazza
az liresszot.

Konnyen belathatd, hogy az 4j nyelvtan megfelel a monoton nyelvtan definicidjanak és éppen L és
L, konkatenaci6jat generdlja. Legyen most L kornyezetfiiggd nyelv és legyen adva (Ny, T, Sy, Hy) és
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(N2, T, S», Hy) két Kuroda normalformdju nyelvtan, amelyek L liresszomentes részét generdljak, ahol
N és N, diszjunktak.

Tekintsiik most a (NJUN,U{S, S'}, T, S, H) nyelvtant, ahol S és S' 4j szimbdolumok, egyikiik sem
szerepel sem Ny, sem N, elemei kozt, és H=H|UH,U{S — 1,5 = 51,5 — 5155, 5 - 515:5',S'— S|,
S'— 85155, S' — 815,85 '}. Az igy megkonstrudlt nyelvtan monoton és az L™ nyelvet generdlja. i

70. Tétel. A kornyezetfiiggd nyelvek osztdlya zart a halmazmiveletekre: az unié miveleten kiviil a
metszet és komplementer miiveletekre nézve is.

8.8. Novekvo kornyezetfiiggd nyelvek

E fejezetben végezetiil a kornyezetfiiggd nyelvek egy specidlis osztalyat mutatjuk be.

NovekvS kornyezetfiiggd (GCS: Growing Context-Sensitive) egy G=(N, T, S, H) nyelvtan, ha S nem
szerepelhet egyetlen szabdly jobb oldaldn sem, és ha minden (nem S — p alakii, ahol pe(NUT) )
szabdlydra teljesiil, hogy ha p — geH, akkor Ipl<igl.

8.13. példa - Egy novekvd kornyezetfiiggé nyelv

Legyen G=({S,A,B,F,H, I, L}, {a}, S, {S — a,S — aa, S — aaaa, S —» FHAL, FH — FBH, BHA
— BBBH, BHL — BBIL, IL — IAL, BIA — [IAAA, FBI — FHAA, FH — aaH, aHA — aaaH, aHL
— aaaa, IL — laa, Bla — laaa, FBa — aaaa}). Ez a nyelvtan novekvd kornyezetfiiggd és pontosan
azokat a szavakat generdlja az {a} egybetiis dbécé felett, amelyek hossza a 2- nek valamilyen egész

kitevss hatvanya. Ez a nyelv kdztudottan nem tesz eleget a konstansnévekmény tulajdonsdgnak. %

A novekvd kornyezetfiiggd nyelvek osztilya szigordan részhalmaza a kornyezetfiiggd nyelvek
osztalyanak, ezekre a nyelvekre a széprobléma determinisztikus polinomidlis id6ben eldonthetd.
A novekvd kornyezetfiiggd nyelvek osztilya halmazelméleti szempontbdl nem Osszemérhetd a
permutéciés nyelvekkel a tartalmazasi (részhalmaz) relaciéra nézve.

8.9. Irodalmi megjegyzések

A Kuroda normalforma bevezetése [Kuroda 1964]-ben jelent meg. A kornyezetfiiggd egyéb
normélformakkal kapcsolatos eredmények nagy része az 1970-es évekbdl szarmazik: a Cremers-féle
normélforma [Cremers 1973], a Penttonen-féle [Penttonen 1974] jelent meg. A Révész-féle egyoldali
normélforma megtaldlhaté [Révész 1983,1989] konyvekben. A rekurziémentes normalforma [Nagy,
Varga 2009]-ben jelent meg. A levezetési fak és a legbaloldalibb levezetés [Nagy 2006b, 2010b],
az arnyékveremautomata bevezetése pedig [Nagy 2006¢c, 2010c] cikkekben tortént. A linedrisan
korlatozott automata bevezetése és annak bizonyitdsa, hogy éppen a kornyezetfiiggd nyelvosztalyt
tudjak elfogadni szintén [Kuroda 1964]-ben jelent meg. A permutdciés nyelvekkel kapcsolatos
eredmények [Makinen 1985], [Nagy 2009a] jelentek meg. Annak a bizonyitasa, hogy a 3 hosszisagu
permutéciés szabalyokkal tobb nyelv generalhat6, mint a csak 2 hosszisaguakat felhasznalva [Nagy
2010a]-ban taldlhaté. A permuticiés és reguldris nyelvek metszeteként el6allé nyelveket vizsgalja
a [Nagy 2009b, 2011a]. A novekvd kornyezetfiiggé nyelvekkel kapcsolatos eredményeket pl.
[Buntrock, Otto 1995] tartalmaz.
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9. fejezet - Rekurzivan felsorolhaté
nyelvek és Turing-gépek

Ebben a fejezetben a mondatszerkezetli nyelvtanok éltal generalt nyelvosztilyt fogjuk megvizsgélni,

vagyis azon nyelvek osztdlyat, amelyek generativ nyelvtannal generdlhat6ak.

A mondatszerkezetli nyelvtanok esetén a levezetéseket graffal tudjuk szemléltetni hasonléan a
kornyezetfiiggd, illetve a monoton esethez. Ezeket a tovdbbiakban nem részletezziik. Megjegyezziik
viszont, hogy a graf kinézete specidlis lehet, ha kiilonboz6 normalformat kovetelink meg a

nyelvtantodl.

A fejezetben, ahogy a cimben is szerepel, kozponti szerepet jatszik a Turing-gép fogalma.

9.1. A Turing-gep

A Turing-gép (TM: Turing Machine) fogalmat Alan Turing (ejtsd: tyuring) vezette be bizonyos
automatikusan végrehajthaté szdmitdsok tanulmanyozasara 1936-ban, joval az els§ programvezérlésii
elektronikus szdmitogépek megjelenése eldtt. Egyszeriisége ellenére a Turing-gép elég j6 modellnek
bizonyult bizonyos szdmitégépekkel kapcsolatos vizsgdlatokban, igy példdul a szdmitégépek

szamitasi kapacitdsdnak elvi korlatai kutatdsaban.

A Turing-gép egy potencidlisan végtelen szalagmemdridval és egy iro-olvaso fejjel ellatott véges
automata. A szalagmemoria poziciokra van osztva, s minden egyes pozicié mint memoria-egység
az ugynevezett szalagdbécé pontosan egy betlijének tiroldsara képes. Kezdetben a Turing-gép egy

7z

specifikdlt kezd6allapotdban van, s a szalagon egy véges hosszisigi input sz helyezkedik el.
Az eddig targyalt automatdkhoz hasonléan ez a modell is szekvencidlis miikodésti. Miikodésének
kezdetekor a Turing-gép iré-olvasé feje az input sz6 elsd betlijén all. Az input szé el6tti és utdni
(végtelen sok) szalagpozicié egy specidlis betlivel, a szokdzzel (iires betlivel) van feltdltve, ami nem
tévesztendd Ossze az liresszdval. Tobbek kozott azért is, hogy az input sz6 elkiilonithetd lehessen a
szalag tobbi részén tarolt mindkét irdnyban végtelen szdmu szokoztdl, feltételezziik, hogy az input
sz6 utolso betiije nem lehet szk6z. Az input sz6 tehat az iré-olvaso fej alatti betiitdl (jobbra haladva)

ez

tart a szalag utols6 nem lires betiijéig. Specidlisan, iires input sz0 is elképzelhetd. Ez esetben a szalag
minden egyes pozicidja szokozzel van feltoltve, és az iré-olvasé fej ezek egyikére mutat. (Utolsé
sz0ko6zt81 kiilonbozo betl pedig ekkor értelemszertien nincs.) A Turing-gép diszkrét id6skédla mentén,
elkiilonitett idSpillanatokban hajt végre egy-egy elemi miiveletet, mely az ir6-olvasé fej alatti betfi
olvasdsabdl, ezen betti feliilirasabol, a belsé allapot valtoztatasabdl, s az ir6-olvasé fej egy pozicidval
valé balra avagy jobbra mozgatasaboél, vagy éppen a fej helybenhagyasabodl dll. Amennyiben a Turing-

gép eljut egy végillapotba, megall.
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Formalisan, a Turing-gép egy TM=(Q, T, V, qo, #, d, F) rendezett hetes, ahol Q a gép belsd dllapotainak

i

(véges) halmaza, qoeQ a kezdo dllapot, V a szalagdbécé, TCV az inputdbécé #e(V\T) a sz0koz

betii, FCQ a végdllapotok halmaza, d:QxV — 29xV<\Bal. Jobb. Helyben) o oy 17 0disfiiggvénye, mint

szok4sos 2Q><V><{Bal, Jobb, Helyben}

halmazat.

jeloli a OxVx{Bal, Jobb, Helyben} halmaz 6sszes részhalmazainak

Ha tehat a TM Turing-gép egy g€Q éllapotidban van és az iré-olvasé fej alatt valamely a€V jel all,
akkor- ha d(g, a) nem iires - a d(q, a)- beli harmasok egyikeszolgaltatja a gép operacid utdni 4j allapotat,
a szalagjelet feliiliré szimbSlumot (mely nem feltétlen kiilonboz6 a feliilirt szimbdlumtdl), illetve az
elmozdulas irdnyat. Ha d(q, a)=9, azt ugy interpretaljuk, hogy ha a gép a g allapotban azir6-olvasé
fej alatt az a betfit taldlja, tovabbi miikodésétfelfiiggeszti (megall).

Megjegyezziik, hogy bér a gép szalagjat mindkét irdnyban végtelennek tekintjiik, mindig csak véges
sok #- t6l kiilonbozd jel lehet rajta.

Vegyiik észre, hogy a kornyezetfiiggd nyelveknél definidlt és targyalt linedrisan korldtozott automata
(lasd LBA), tulajdonképpen a Turing-gép egy olyan vdltozata, ahol a szdmitdsra fordithat6
szalagteriilet az input altal lefoglalt teriiletre korlatozddik. Ily médon a szdmitds bonyolultsdga van
korlatozva (1asd Bonyolultsdgi osztilyok).

Az egyszeriibb irdsmdd kedvéért a tovabbiakban fel fogjuk tételezni azt az egyébként megfelels
irasmdddal elérhetd, am jelentéktelen megszoritast, hogy ONV=0C. Egy pillanatnyi konfigurdcio (u,
g, av) alakd, ahol aeVU{L}, u, veV", geQ és ueV" esetén u nem kezdédhet, veV* esetén pedig v
nem végzbédhet szokozzel. (Természetesen u=A, v=A, uv=A barmelyike el6fordulhat.) Az (u, g, av)
konfiguracié azt jelenti, hogy a gép ¢ belsé dllapotban van, mikoézben a feje éppen egy a jel felett all,
mikozben a szalag "értelmes tartalma" éppen uav, vagyis a szalagon u 4ll a fejtdl balra és v jobbra
(természetesen a bevezetd, illetve folytat6 szokoz jeleket nem szdmitva).

Ha g=qq és u=A akkor kezddkonfigurdciorol, ha pedig g€F, akkor végkonfigurdciorol beszéliink.
(Sok esetben nem is szoktdk elkiiloniteni a Turing-gép végallapotait a tobbi allapottdl. Ilyenkor
végkonfiguracid alatt azokat a (u, g, av), konfigurdcidkat szokdsérteni, ahol d(q, a)=0. Ilyenkor a
szamitds "eredménye" a szalagrdl olvashat6 le a megélldskor.) Amennyiben valamely (u, g, av),
q€Q\F pillanatnyi konfiguricié esetén {(g, a, Helyben)}=d(q, a), akkor azt mondjuk, hogy a TM
Turing-gép a tekintett pillanatnyi konfiguraciéban egyszerii végtelen ciklusba esik.

Minden egyes W=(ub, g, av), gQ, u, veV', aeV, be(V\{#})U{A} pillanatnyi konfigurdciéhoz (ahol
ha ub#A, akkor ub nem kezd6dhet, ha pedig v#4, akkor av nem végzddhet szokozzel) rendeljiik hozza
a kovetkez6képp definidlt (W) kifejezést.
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(W)= ubgav, ha a, beV\ {#}
ubg#, ha beV, a=#, v=A
#qav, ha ub=A, acV\ {#}
#qt, ha ub=v=A, a=%#.

Vildgos, hogy ez a hozzarendelés kolcsonosen egyértelmii. Mondjuk azt, hogy a W pillanatnyi
konfiguriciébdl a W, pillanatnyikonfiguracié ( TM- ben) kozvetleniil (vagy egy lépésben)
levezetheto(jelekben Wiy Wo, vagy ha egyértelm@ mely TM géprdl van szd, egyszertibben Wi-W,
),ha Wi=(ub, g, av) eseténa kovetkezd feltételek valamelyike teljesiil.

D Wo=(u, q', ba'v)és (q',a', Bal)ed(q, a),
D) Wy=(uba ', q',v) és (q', a', Jobb)ed(q, a),
(IIT) Wr=(ub, q', a'v) és (¢ ', a', Helyben)ed(q, a).

AW *pillanatnyi konfigurzici(’)lgél a W' pillanatnyi konfigurdcié(a TM -ben) levezethetd (jelekben
Werye W', vagy roviden W W' ), ha van a pillanatnyikonfigurdciéknak olyan Wy, ..., W,
sorozata, hogy WirWy, i=0, ..., n-1 mellett Wo=W, W,=W'. Specidlisan, minden W pillanatnyi
konfiguracidrafeltessziik W W fennalldsat. Szokdsosan, ha ki akarjuk hangsilyozni,hogy Wk W' és
W#W', hasznaljuk a Wr*W ' jelolést is. A TM Turing gép 4ltal elfogadottnyelven értjiik az

L(TM)={weT I(%, g9, w)="W, W végkonfigurcié }
nyelvet.

11. Megjegyzés. Jelolje Crya TM=(Q, T, V, qo, #, d, F) Turing-gép 0sszes pillanatnyi konfigurdcidinak
halmazat. Vegyiik észre, hogy a fentiekben tekintett 7M Turing-gép altal elfogadott nyelv egybeesik a
kovetkez$ G nyelvtan altal elfogadott nyelvvel: G=(Q, T, qo, H), ahol H=H|UH; és H|={q — AlgeF},
Hy={bga —» ¢(W)lqeQ, b, ac(V\{#})U{A}, WeCqy, (b, q, a)-W}.

Tekintsiink egy TM=(Q, T, V, qo, #,d, F) ésegy TM'=(Q ', T', V', q'o, #, d ', F ") Turing-gépet. Akkor
mondjuk, hogy TM izomorf TM '- vel, haaz allapotok és a szalagabécé betiiinek alkalmas kolcsondsen

2~ oz

egyértelmi atjelolésével a két gép meg fog egyezni. Formadlisan, ha l1étezik olyan ¢1:Q — Q' és @,V
— V'kolcsonosen egyértelmii leképezés-par, hogy fenndllnak a kovetkezdk:

(1) ©1(q0)=q "0, P2(#H)=H#';
(ii) minden g€Q- ra geF akkor és csak akkor ha ¢ (¢g)eF "

(iii) valahanyszor (p, b, Irany ) €d(q, a), mindannyiszor (¢(p), @2(b), Irdny )ed '(p1(q), @2(a)) és
viszont.

Ervényes a kovetkezd tétel:

71. Tétel. A mondatszerkezetii nyelvek osztdlya egybeesik a Turing gépek dltal elfogadott nyelvek
osztalyaval.

Amennyiben a mozgasfiiggvény képhalmaza a OxVx{Bal, Jobb, Helyben} halmaz (és nem annak
részhalmazainak halmaza), akkor determinisztikus Turing géprdl beszéliink, és érvényes a kovetkez6
tétel.

72. Tétel. A determinisztikus Turing gépek altal elfogadott nyelvek osztdlya egybeesik a
nemdeterminisztikus Turing gépek éltal elfogadott nyelvek osztilyaval.

A Turing-gépeknek tobb valtozata is ismert, most ezek koziil mutatunk be néhdnyat.

Van olyan definicid, ahol a fej a { Bal, Jobb} irdnyokba 1éphet, és nem maradhat helyben. Beldthato,
hogy egy ilyen Turing-gép szimuldlni tudja az eddigiekben ismertetett valtozatnak a fejet helyben
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hagyo 1épéseit is: pl. egyet balra 1ép a fej, és egy olyan allapotba keriil az automata, amiben barmit is
olvas a szalagon, azt nem valtoztatja meg, viszont jobbra visszalép és az eredeti automata dllapotanak

7 2

megfeleleld dllapotba keriil.

Ugyancsak szokdsos a csak egyirdnyban végtelen szalagii Turing-gép haszndlata, amelyik szintén
képes az altalanos valtozat szimuldcidjara. Ekkor a szalag els6 karaktere egy specidlis jel, amibdl a gép
r4jon, hogy erre nem mehet tovabb a fej. Ekkor egy olyan specidlis dllapotba keriil, aminek hatdsdra
jobbra 1ép, elészor leirja azt a jelet, ami eredetileg a specidlis szimbdlum helyére irt volna (ha a szalag
mindkétirdnyban végtelen lenne), majd az itt olvasott karaktert eggyel jobbra, és igy tovabb, vagyis a
szalag teljes (értelmes) tartalmat eggyel jobbra mdsolja, ezutdn (észlelve a felhaszndlt tarteriilet jobb
sz€1€t), a fej vissza mozog a baloldalra, aholis a gép folytatja az eredetileg tervezett szamitasat.

Sokszor az egyszertibb leirds kedvéért tobbszalagos Turing-gépet hasznalunk:

T™M=(k, Q, T, V, qo, #, d, F) k- szalagos Turing-gép, ahol ke N természetes szdm, ennyi szalagja van
aTuring-gépnek; és a d atmenetfiiggvény alakja a kdvetkezd: d:Qka - Qkax{Bal, Jobb, Helyben}k.

Mikodését tekintve a tobbszalagos Turing-gép egy 1épésben olvashat/irhat egyszerre tobb szalagra is.
Kezd6 konfigurdcidban az egyik szalagon (input-szalag) van a feldolgozandé adat, a tobbi szalag pedig
tires. Tobbszalagos gépek esetén szokds egy szalagot az outputnak is fenntartani, ekkor a szdmitas
végén azon a szalagon olvashat6 az eredmény, illetve sokszor az input szalag csak olvashat6.

Minden tobbszalagos Turing-gép mikodése szimuldlhatd egyszalagos Turing-géppel, vagyis
egyszalagos Turing-gép is el tudja végezni azt a szdmitdst amit egy tobbszalagos Turing-gép.

Megkiilonboztethetiink kiszamité és eldontd Turing-gépeket a kovetkezd definicié alapjan.

Amennyiben a Turing-gép célja adott fiiggvény kiszdmitdsa a megadott bemend értékekkel, akkor
a gép a megdllasakor az (output)szalagon a megfeleld eredményt hagyja. Ezzel szemben vannak
olyan szdmitdsok, amikor a vélaszt egy igen-nem kérdésre keressiik, ezesetben eldontd Turing-géprdl
besz€liink. Az eldontd Turing-gépekkel lehet pl. egy L nyelvet elfogadtatni a kovetkez&képpen:
bemenet egy weT sz, a Turing-gép szdmitdsdnak eredménye pontosan akkor "igen" ha welL teljesiil.
(Ugyanez a hatés érhet6 el, ha csak akkor engedjiik végallapotba jutni a gépet, ha elfogad.)

7 2z

A kovetkez6 dbran egy kétszalagos Turing-gép vazlata lathato.

P By Pt

TUEIMNG-
GED:
Véges
allapotl
vezmérld

Fii| Pl
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A tovéabbiakban, ha mast nem mondunk, Turing-gép alatt determinisztikus Turing-gépet értiink. A
példakban a fej mozgdsit jelentd szavakat azok kezddbetlivel roviditjiik.

9.1. példa - Turing gépek 1.feladat

Adjunk meg olyan Turing-gépet, amely az {a,b} feletti tiikkorszavakat ismeri fel!

Megoldas:

Allapodjunk meg abban, hogy a kezd6 konfigurdciéban az input sz6 els6 betiijén dll az {ré/olvasé fej,
és az input sz6 elbtt és utdn "#" van.

Ha a Turing gép g; éllapotban #-t olvas, v-t ir, dtmegy g; dllapotba €s m irdnyba tovabb lépteti a fejet, azaz
(g;,v;m)ed(g;1), akkor jeloljik ezt (g;1,v,q;,m) 6tdssel! A fej mozgédsdnak irdnydt pedig annak
kezd&betijével roviditjiik.

Legyen a T=({40,91,92.93.94.95.94} 1 a.b},{a,b,#},q0,#,0,{q,}), ahol § a kidvetkezd:
(g0,a,#,q1,J) Ha az els6 betii a, akkor g; 4llapotba megy a gép

(q0,b,#,q>,J) Ha az els6 betii b, akkor g, 4llapotba megy a gép
(q0,#,#,q4J) Ha az elsé betli # (az liressz6 van a szalagon), akkor g, dllapotba megy a gép

(q1.a,a,91,.J)
(q1,b,b,91,J)
(q1,##q3,B) Végig megy a gép az input sz6n, majd annak utolsé betiijére 4ll g3 allapottal
(q2.a,a,91,J)
(q2,b,b,1,J)

(g2.#,#,q4,B) Végig megy a gép az INPUT szén, majd annak utolsé betdjére all g4 dllapottal
(g3,a,#,q5,B) Ha az utols6 betii a, akkor toroljiik, és mehet a gép a sz6 elejére gs allapottal
(94,b,#,q5,B) Ha az utols6 betii b, akkor toroljiik, €s mehet a gép a sz6 elejére gs allapottal

(513;#,#; Qa;B)
(94,#,#,q,B) Ha az input sz6 paratlan hosszu volt, akkor elfogadjuk

(gs,a,a,95,B)
(a5b.bq5B)
(gs,#,#,q0,J) Ujra a sz6 elejére és a kezddallapotba megyiink!

A tiikorszavakat felismerd Turing-gépet miikodés kozben mutatja a kovetkezd dbra:
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Tukorszavak

# # | b|b|b|H# #

A Turing gép az {a, b} feletti tiikorszavakat ismeri fel.

T = ({90, 91. 92,93, 94, G5, 9a}, {a, b}.{a, b, #}, 0. #.9,{qa}).
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9.2. példa - Turing gépek 2.feladat

Adjunk meg olyan Turing-gépet, amely az L= {AZ'1 [ n >0} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:

Ezt a feladatot mas oldalrdl kozelitjiik meg, mint elsére az logikusnak tiinne!

Els6 korben az A-k szamat abrazoljuk bindris formaban, majd megnézziik,

hogy a kapott szdm csak 1 darab 1-es szdmjegyet és utdna esetleg 0-kat tartalmaz-e.
T=({610,611, 42,93,94,9a } ’ {A }) {A:X!O’ 1 ’#}’ 5]0’#;5, { Cla}), ahol ¢ a kovetkezd:

(90,A,X,q1,B) Az els6 A-t atirjuk X-re, majd eggyel balra Iépiink
(q1.#1,92,J)

(91,0,1,92,J)
(91,1,0,q1,B) A legbaloldalabbi X el6tti bindris szamot noveljiik 1-gyel, majd g, allapotba megyiink

(g2 1,1,92,J)

(42,0,0,92,J)

(q2’XyX) q2)J)

(92,A4,A,q0,H) Megkeressiik a legbaloldalabbi A-t, majd atmegyiink a kezd6éllapotba

(g2,##q3,B) Nincs tobb A, a fejtd] balra csak X-ek és egy bindris szamunk van. Atmegy a gép g3 allapotba.
(g3, X.#,q3,B) Toroljiik az X-eket

(¢3,0,0,¢3,B) A 0-kon atmegytiink g3 allapottal

(g3,1,1,q4,B) Ha egy 1-est taldlunk, dtmegyiink g4-be

(q4##,q4,H) Ha az 1-es el6tt # van, akkor elfogadjuk a sz6t! %
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9.3. példa - Turing gépek 3.feladat

Adjunk meg olyan Turing-gépet, amely az L={a"b"c"| n > 0} nyelvet ismeri fel!

Megoldas:

Az elsé a-t atirjuk A-v4, majd mas allapotba megyiink, az elsé b-ig.

Az elsd b-t atirjuk B-vé, majd mads dllapotba megyiink, az elsé c-ig.

Az elsd c-t atirjuk C-vé, majd mas dllapotba megyliink visszafelé az els6 a-ig.

Az A,B,C betilikdn csak tovabb megyiink mindig.

Ha a végén csak # marad, akkor felismeri a gép a sz6t!

Legyen T3=({q0, 91, 92, 93, 94}.{a,b,c}, {a,b,c,A,B,C,#},q0,#,6,{q,}), ahol 6 a kovetkezd:

(g0, #, #, q4 B) tiresszon allunk go-nél, akkor a beolvasott sz6t felismeri a gép
(g0, a, A, q1, J) alegbaloldalibb a-t atirjuk A-v4, és dtmegyiink g;-be

(g0, B, B, q0, ))
(g0, C, C, qo, J) a B és C betiikon csak jobbra atmegyiink go-lal

(g1, a, a, q1, J)
(g1, B, B, q1, J) az a-kon és a B-ken jobbra haladva dtmegyiink az els6 b-ig

(g1, b, B, g2, J) a legbaloldalibb b-t atirjuk B-vé, és dtmegyiink g,-be

(q2, b, b, 2, J)
(g2, C, C, q2, J) a b-ken és a C-ken jobbra haladva dtmegyiink az elsd c-ig

(g2, ¢, C, g3, B) alegbaloldalibb c-t atirjuk C-vé, és dtmegyiink g3-ba, majd balra Iépiink egyet
(g3, a, a, g3, B)

(g3, b, b, g3, B)

(g3, ¢, ¢, g3, B)

(g3, B, B, g3, B)

(g3, C, C, g3, B) g3 allapottal elmegyiink a legbaloldalibb A-ig, majd jobbra lépiink 1-et

(g3, A, A, qo, J) az els6 A-t kovetd karakteren allunk kezddallapotban.

Az L={d"b"c"I n 2 0} nyelvet felismerd Turing-gép miikddés kdzben 14thato:
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aﬂbﬂcn

#|A a /B b|C|c|#

)
A Turing gép az L = {a"b"c" | n = 0} nyelv szavait ismeri fel.

T =({90,91,92,93,9a},{a, b,c},{a, b,c, A, B, C,#},q0,#,9,{qa}).

*

9.4. példa - Turing gépek 4. feladat
Készitsiink olyan Turing-gépet, amely egy bindris szdm kettes komplemensét allitja eld.

Megoldas:

Kettes komplemens

# 0

o
—
—
(@)
=

.
A Turing gép az adott bindris szdm kettes komplemensét adja meg.

T= ({QO: qi. qv}: {O‘ 1}' {O‘ 1: #}' qo, #: b {qv})

(g0, 1) = (0. 0, J),
(0, 0) = (o, 1, J)
6(qo, #) = (qu, #, B),
0(q1,1) = (q1,0, B),
5(‘?10) = (q'lh 11 H)
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9.2. A Turing-gépek megallasi problémaja
és az algoritmikusan eldonthetetlen
feladatosztalyok kapcsolata

A matematikaban és az informatikdban gyakran foglalkozunk igen/nem problémaosztalyokkal, vagyis
olyan problémdk osztilyaval, amelyeknél a megoldds mindig vagy "igen," vagy "nem." Ezeknél
azt vizsgéljuk, hogy létezik-e algoritmus (kiszamitdsi mdd) az illet osztdly Osszes problémajanak
megoldasara. Church tézise szerint egy Turing-géppel ekvivalens ereji szamitasi modellel, a parcidlis
rekurziv fiiggvénnyel kiszamithaté feladatok tekinthetSk effektive kiszamithaténak. Ezek szerint a
Turing-gép a lehetd legdltaldnosabb szdmitdsi eszkdz, azaz minden, ami effektive kiszamithato,
kiszamithato Turing-géppel is. Ez utébbi atfogalmazast Church-Turing tézisnek is hivjak a
szakirodalomban. A Church tézist, miszerint az effektive kiszamithato fiiggvények osztdlya megegyezik
a parcidlis rekurziv fiiggvények osztdlydval, Alonzo Church fogalmazta meg 1936-ban. (Még azt is
hozzitette, hogy aki ezzel nem értene egyet, annak ez a tézis legyen kihivas.) Ezt a tézist, illetve
annak ekvivalens megfelelit, igy a Church-Turing tézist is ma a szakemberek tobbsége elfogadja.
Tézisrdl, tehat egy olyan nem bizonyitott allitdsrél van sz6, melynek igazoldsa formalis matematikai

eszkozokkel nem lehetséges. Ervényességét a gyakorlat verifikalja.

A Church-Turing tézis értelmében egy igen/nem problémaosztilyt megoldhatonak hivjuk, ha létezik
olyan rogzitett algoritmus (Turing-gép), mely az osztily tetsz6leges problémdja mint bemend adat
esetén eredményként megadja a helyes "igen" vagy "nem" valaszt. 1936-ban Turing azt az akkor
meglep6 eredményt kapta, hogy 1étezik ebben az értelemben megoldhatatlan feladatosztily. Az eredeti

bizonyitas helyett mi Minsky 1967-ben kozolt bizonyitdsat targyaljuk.

Akkor mondjuk, hogy egy Turing-gép valamely input sz6 hatdsdra megdll, ha az input sz6 eleme
a tekintett Turing-gép dltal felismert nyelvnek, azaz az input széhoz tartoz6 kezdd konfigurdciébdl
kiindulva eljut egy végkonfigurdciéba. Mondjuk azt, hogy a Turing-gépek megdlldsi problémdja
megoldhato, ha 1étezik olyan TM ' Turing-gép, melynek egy alkalmas kddoldsi algoritmussal egy
tetsz6leges TM Turing-gép leirdsat és a TM gép egy w input szavdnak kédolt alakjit input szoként
megadva megall, s megdllva a TM' szalagjan olyan sz6 keletkezik, melyre alkalmas dekddolasi
eljarast alkalmazva egyértelmtien megéllapithatd, hogy weLpy,, avagy sem. M4s szdval, egyértelmiien
megallapithatd, hogy a leirt 7M Turing-gép a kérdéses w sz6 mint input sz6 hatdséra el tud-e jutni egy
végkonfiguricioba, avagy sem. Ha ilyen 7M ' Turing-gép nem létezik, akkor mondjuk azt, hogy a

Turing-gépek megdlldsi problémdja megoldhatatlan.

73. Tétel. (Turing tétel) A Turing-gépek megallasi problémaja megoldhatatlan.

Bizonyitds. El8szor eltekintiink a bekddolas kérdésének vizsgalatitol, s feltessziik, hogy 1étezik olyan
altalanos kodol4si algoritmus, mely tetszdleges TM Turing-gép és annak w input szava esetén megad a
gép egy [(TM) leirdsat és a w altal meghatarozott alkalmas c(/(TM), w) kédolt alakot mint egy rogzitett

abécé feletti szot.

A bizonyités indirekt. Tegylik fel, hogy 1étezik olyan TM ' Turing-gép, mely a c(I(TM), w) sz6t input

sz6ként megkapva

(a) megdll és ekkor az "IGEN" valasz kédolt alakja olvashaté a szalagjan, ha TM megélla w inputra,

(b) megéll és ekkor a "NEM" vdlasz kddolt alakja olvashat6 a szalagjdn, ha TM nem dllmeg a w inputra.

Ha TM ' 1étezik, megszerkeszthet az a TM " Turing-gép, mely az [(TM) input sz6 hatdsara el6allitja

a c(l(TM), I(TM)) input szo6t,

majd ezutdn erre az input széra a TM' Turing-gép miikodését utdnozza egyetlen mddositassal:
valahdnyszor a TM 'igen megéllast ér el, a TM " gép egyszerii végtelen ciklusba esik. Figyelembe véve

a TM' eredeti viselkedését, kapjuk:
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9.2.1.

TM " az I(TM ") input sz6 hatdsdra pontosan akkor dll meg, ha TM " a [(TM ") input sz6 hatdsara nem all
meg. Ez nyilvdnval6 ellentmondds, amivel (feltételezve, hogy 1étezik az univerzalis kdolasi eljaras,)
a tétel igazoldst nyert. i

74. Tétel. Létezik univerzalis algoritmus, mely izomorfizmust6l eltekintve egyértelmiien megadja
barmely Turing-gép és annak input szava leirasat.

Bizonyitds. A bizonyitds sordn alkalmazott meggondoldst Godel-szdmozasnak, a kodolt alakot
pedig a Turing-gép Godel szamanak hivjuk. Megjegyezziik, hogy ismeretesek ezen mddszernél
joval hatékonyabb univerzalis kédoldsi médszerek is. (Az ismertetett médszert Godel eredetileg
axiomarendszerek vizsgalatdra hasznalta fel.)

Ismeretes, hogy minden természetes szam sorrendtdl eltekintve egyértelmien felirhaté primhatvany
tényezbs alakba (azaz paronként kiilonbozd primszamok hatvanyainak szorzataként). Ezt a tényt
fogjuk felhaszndlni. Tekintsiink egy TM=(Q, T, V, qo, #, d, F) Turing-gépet, s legyen qq, ..., g;;-1 az
allapotok egy olyan (kezdéallapottal kezd6dd) felsoroldsa, ahol alkalmas 0 < k < m-1 mellett {qq, ...,
qr}=0\F. Jelolje tovabba ay, ..., a, a szalagabécé betliinek egy felsorolasat, s végiil legyen D=(qo,

a), -, Dre1=(qr, a1), Dis2=(qo, a2), ---» D2okr1=(qi> @2)5 - - -» Dyges 1y=(qi> ap)-

(Megtessziik azt a nem til 1ényeges megjegyzést, hogy a qq, ..., gx és az ay, ..., a, felsoroldsok
mdr egyértelmlienmeghatdrozzak a Dy, ..., Dy,y.41) felsoroldst. Utobbi alkalmazasdt csupdn a modszer

konnyebb megértése kedvéért vezettiik be.)

Képezziik az TM Turing-géphez és ezekhez az elrendezésekhez a

u v w u u u
=M 3ktl on M 11V1 131, | p¥nk+d | pHnk+d | pHnk+D)

Irm Prksner Priksie Prikiins

(tetszblegesen rogzitett szamrendszerbeli, példaul tizes szamrendszerbeli) természetes szamot, aholis
2 hatvénya az allapotok szamadt, 3 hatvianya a nem-végallapotok szdmat, 5 hatvdnya a szalagabécé
Zfl’ inJZZ, p;ié, i=1, ..., n(k+1) primhatvany-hirmas
esetén, aholis alkalmas gs€{qo, ..., qr}(=O\F), a;€{ay, ..., a,} mellett Di=(q,, a,) 4l fenn, (u;, v;,
w;)=(0, 0, 0) ha d(gy, a,) nincs értelmezve, ha pedig d(g;, a;) értelmezve van, akkor d(gs, a))=(qy, ay,
Merre ) esetén u;=s'+1, v/=t', tovabba, mondjuk, w;=1 ha Merre=Bal, w;=2 ha Merre=Jobb, illetve
w;=3 ha Merre=Helyben. Az igy meghatarozott g7, szdmot a TM Turing-gép Godel-szamdnak fogjuk
hivni. Amennyiben a w input sz6 W=a;,...aj, alaku, a c(I(TM), w) kédolt alak legyen (a rogzitett

betliinek szdmat jeloli, s minden tovabbi P

szamrendszerbeli)

8TMPner 1) - - Pnir1)+a)”

természetes szdm. Lathatd, hogy a szoban forgd kddolas (izomorfizmustdl eltekintve) egyértelm, s ha
anyert c(I(TM), w) természetes szam példdul tizes szamrendszerbenvan megadva, akkor egy alkalmas
tizenegy bemend jeles gépnek inputként megadhatd (tizenegyedik bemend jel a sz6koz jel). I

Univerzalis Turing-gép

Ebben a részben a Turing-gépeknek egy specidlis fajtdjaval, az Gn. univerzdlis Turing-géppel fogunk
foglalkozni.

Az univerzélis Turing-gép tobbféleképpen is megadhatd, mi itt most az egyik ilyen megvaldsitast
mutatjuk be.

Az UTM Turing-gépet univerzalisnak nevezziik a Turing-gépek osztidlydra nézve, ha minden TM
Turing-géphez van olyan veT : hogy minden seT " ra a TM futdsdnak eredménye az s inputon
megegyezik az UTM futdsanak eredményével a vXs inputon (ahol XeV\T).

A TM "programja" v (az UTM nyelvén), s pedig egy tetsz6legessz6. Ha TM az s inputot kapja, akkor
ugyanazt csindlja, mint UTM a v programmal az s- en.
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Az univerzdlis Turing-gép tulajdonképpen egy altaldnos, elvont szamit6gép, ami minden Turing-gépet
képes szimuldlni, vagyis elvileg a programjanak megfelelden feldolgozni az input sz6t. Ez azt jelenti,
hogy van olyan gép, ami minden kiszdmithaté fiiggvényt ki tud szdmolni.

Az aldbbiakban egy példat adunk az univerzalis Turing-gépre.

Tulajdonképpen a d atmenetfiiggvényt kell megadnunk ami a OxV véges értelmezési tartomanyon
és a OxVx{Bal, Jobb, Helyben} véges értékkészleten van értelmezve, illetve egy masik Turing-gép
leirasanak (program) kodoldsat.

Legyen TM valamilyen Turing-gép, melynek n darab bels6é allapotavan, és a szalagibécéje m
betiit tartalmaz. Tegyiik fel, hogy TM -etkédolt formdban adtuk meg (jelolje [TM] ezt a leirast).
A tovabbiakban vazlatosan ismertetjiik, hogy hogyan tudjuk modellezni TM miikodését egy UTM
univerzalis Turing-géppel. Tegyiik fel, hogy TM a v inputon (ennek kddja [v] )dolgozik. El&szor azt
kell megadnunk, hogy adott [TM] és [v] esetén ezeket az informacidkat miképpen taroljuk az UTM
szalagjdn (azaz mi lesz UTM kezd6konfiguracidja), majd pedig azt, hogy ezek hatdsara UTM hogyan
fog miikodni.

Jeloljiink ki a szalagon egy mezét, és irjunk ebbe a mezdbe egy rogzitett X jelet a szalagdbécébdl.
A szalagnak a kivdlasztottmez6tSl jobbra es6 felét harom részre osztjuk. Az elsd részt nevezziik
pufferteriiletnek; ez kozvetleniil az X jel utdnkezdddik, legaldbb n+m+2 mez&t tartalmaz, és ezek
mindegyikébe Ovan irva. A pufferteriilettdl jobbra esd szalagrész legelsé mez6jébe egy Y jelet tesziink
a szalagdbécébdl, utdna beirjuk TM kédolt formdjat, [TM]-et, harom O-t téve a végére. A szalagnak
ezen részét nevezziikk TM kédolasi teriiletének. A harmadik rész a masodik részt6l jobbra helyezkedik
el. Az elsd mezgjébe egy rogzitett Z jelet irunk a szalagdbécébdl, majd a v bemeneti sz6 [v] kédoldsa
kovetkezik. A szalagnak e hdrom részen kiviil es6 mez6i (kezdetben) iiresek.

A pufferteriilet arra szolgdl, hogy mialatt 7M valamelyik 1épését szimuldljuk, ide mdsolhassuk 7M
pillanatnyi belsé allapotanak, illetve az éppen leolvasott TM -beli szalagjelnek a kodjat. Az Y jel
altalaban az el6tt a rendezett 6t0s el6tt fog dllni, amely azt hatdrozza meg, hogy milyen belsé allapotban
van TM , milyen szalagjelet olvasunk éppen, mivel kell ezeket kicserélni (4j dllapot és Uj szalagjel),
s ekdzben milyen irdnyban mozduljon el TM olvasdfeje a szalagon. A Z jel az TM szalagjara felirt
jelekkoziil jeloli ki azt, amelyiket éppen olvasunk.

Az UTM -ben lezajlé szamitdsi folyamatot, mellyel a TM Turing-gép miikodését szimuldljuk az v
bemeneti széval, olyan szakaszokrabonthatjuk, melyek sorra megfelelnek a TM egyes konfiguracioi
kozotti atmeneteknek.

Az UTM mikodésének egy ilyen szakasza az aldbbi médon zajlik le. Az UTM univerzélis Turing-
gép elb6szor a pufferteriilet elejére masolja azt az 1-esekbdl all6 blokkot, amely kozvetleniil az Y jel
utdnkovetkezik - nevezziik ezt Y- blokknak -, majd a végére odair mégegy X jelet. Ezutan kitorli Y- t,
és jobbra haladva megkeresi a Z- t tartalmaz6 mez&t. Amikor ezt megtalélta, akkor a Z utdnkovetkezd
1-esekbdl 4ll6 blokkot ( Z- blokkot) is dtmdsolja apufferteriiletre az elébb beirt masodik X jel utdn,
majdvisszairja Y- t a TM kédolt leirdsa, [TM] elé. Igy apufferteriiletre az aktudlis bels dllapot és a
szalagrol éppen beolvasott jel kodja keriilt. A kovetkezd 1épésekben UTM az Y jelutdn kovetkezd két
1-es blokkot hasonlitja 0ssze a pufferteriileten levokkel. Ezdltal azt ellendrzi, hogy a TM gép soron
kovetkez8 konfigurdciddtmenetét az a rendezett 6tos hatarozza-e meg, amelynek kddja az Y jel utdn
van leifrva. Ha a blokkokmegegyeznek, ez azt jelenti, hogy megtaldltuk a keresett 6tost. Ha nem,
akkor UTM athelyezi az Y jelet a kovetkezd rendezett 6toskddoldsa elé, majd djrakezdi a blokkok
0sszehasonlitdsat. Abban az esetben, ha a TM leirdsaban szerepl$ 6tosok koziil egyik sem felel meg,
UTM ledll a miikodésével (az eredeti TM is ugyanezt tenné a v inputra). Ha viszont megtaldljuk a
keresett 6tost, akkor UTM kitorli a pufferteriiletet, majd az Y jelet atteszi az 6tosben szerepl6harmadik
elem elé. Ezutdn kicseréli a Z utan kovetkezd blokkotaz Y utdni blokkal, majd Y- t jobbra mozditja
el a rendezettotos negyedik elem elé. Miutdn UTM leolvasta ezt a negyedik elemet is, mely a TM
olvasoéfejének elmozdulési irdnyat hatdrozza meg, UTM itteszi a jelet az elem mogé, az 6todik elem
elé. Attdl fiiggden, hogy a negyedik blokkban két vagy csak egy darab 1-est taldlt-e, az UTM egy
blokkal jobbra vagy egy blokkal balra tolja el Z- t. Ha Z eredetileg a szalagsz6 bal szélén volt, és
TM -nek balra kellettlépnie, akkor UTM a sz kddoldsat jobbra tolja, és egy iires mez6 kodjelét irja
be a Z utdn. Ha pedig Z a szalagsz6 jobb széléndllt, s jobbra kellene elmozgatni, akkor UTM a sz6
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végére irja egy lires mez6 kdédjat. Amikor tehdt mindezzel végeztiink, az Y jelutdn 4ll6 1-es blokk a
TM aktudlis belsd allapotét jelzi, a Z utdni blokk pedig azt a szalagjelet, amelyet TM -nek a kovetkezd
Iépésben be kellene olvasnia. Minden készen all tehat arra, hogy a TM kovetkezd 1€pését szimuldld
szakasz megkezd6dhessen.

Az UTM miikodésének egyes szakaszai igy TM egy-egy 1épését modellezik. UTM ezeken kiviil még a
kovetkezbket hajtja végre: a munka legelején a szalag mindhdrom részében a 0-kat a sajét iires-jeleire
cseréli, a munka végeztével pedig, olyankor, amikor 7M ledllna, UTM még ellendrzi, hogy TM -nek
végillapota-e az az éllapot, amelyben megdllt, és ettdl fiiggden keriil sajat maga is végéllapotba, ill.
nem végéllapotba.

Minden Turing-gép mikodése szimuldlhaté olyan Turing-géppel, amiben a szalagdbécé bindris,
vagyis 2={0, 1}.

Az Univerzdlis Turing-gép 1étezése azt mutatja, hogy elvileg konstrudlhat6 olyan szdmitdsi eszkoz,
amely programozhat6 és mindent ki tud szdmitani, ami kiszdmithat6. A gyakorlati megvaldsulds felé
a kovetkezd 1épés a Neumann elv, amit a kovetkezd alfejezetben ismétliink &t.

Az absztrakt szamit6gép utdn lassuk a valédi gépek milyen ezzel nagyon rokon elveken miikddnek.

9.2.1.1. A Neumann-elv

A hagyomanyos szamitégépek atyjanak tekinthetjik Neumann Janost, aki sok mds tudomdnyos
tevékenysége mellett, a klasszikus szamitégépek miikodésének alapelveit is megadta.

Ezek az elvek, amelyeknek megfelelen épiilt a legtobb szamitdgép, a kovetkezdek:

* A program legyen a bels6 memoridban (tarolt program elve): A programot alkotd utasitdsok
kifejezhet6k szdmokkal, azaz adatként kezelhetSk. Ezek a bels6 memoridban tdrolhaték, mint
barmelyik mds adat. Ezdltal a szdmitégép oOndlléan képes miikodni, hiszen az adatokat és az
utasitdsokat egyardnt a memoridbdl veszi el6. A memdria a numerikus adatokkal egyiitt tarolja a
programot is, a vezérl6egység pedig végrehajtja az utasitdsok sorozatat.

* A szamit6gép haszndlja a kettes szdmrendszert és legyen teljesen elektronikus: A kettes
szamrendszert és a rajta értelmezett aritmetikai ill. logikai miveleteket konnyli megvaldsitani
kétallapotu dramkorokkel (pl.: 1- magasabb fesziiltség, O - alacsonyabb fesziiltség).

* A szamitégép legyen soros (szekvencidlis) miikodésti: A gép az egyes utasitdsokat egymds utdn,
egyenként hajtsa végre.

* A szamitégépnek legyen belsé memoridja: A szamitégép gyors miikodése miatt nincs lehetéség
arra, hogy minden egyes 1épés utin a kezel§ beavatkozzon a szadmitds menetébe. A bels6
memoridban tarolhatok az adatok és az egyes szdmitdsok részeredményei, igy a gép bizonyos
miiveletsorokat automatikusan el tud végezni.

* A szamitégép legyen univerzdlis: A szamit6gép kiilonféle feladatainak elvégzéséhez nem kell
specidlis berendezéseket késziteni. Ugyanis Turing bebizonyitotta, hogy az olyan gép, amely el tud
végezni néhdny alapvetd miveletet, elvileg barmilyen szdmitds elvégzésére is alkalmas (Turing-

2€p).

Lathatjuk, hogy a Turing-gép jé Osszhangban van a Neumann elvvel és ezért méltan tekinthet6 a
szamitégépek elméleti modelljének.

9.3. A széprobléma - rekurziv és rekurzivan
felsorolhaté nyelvek

A O-tipusu nyelvek esetén a weL reldcid 4dltaldban algoritmikusan nem eldonthetS. Ez a fejezetezt
a problémakort vizsgdlja meg részletesebben. (Ldsd a A Turing-gépek megéllasi problémdja és az
algoritmikusan eldonthetetlen feladatosztilyok kapcsolata fejezetet is.)
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Egy L nyelvet rekurzivnak neveziink, ha a weL tartalmazasiprobléma algoritmikusan eldonthetd.

Egy L nyelvet rekurzivan felsorolhatonak neveziink, ha van olyan eljards, amely az 0sszes weL szot
valamilyen sorrendben (esetleg ismétlésekkel) felsorolja.

12. Megjegyzés. Minden rekurziv nyelv nyilvdn rekurzivan felsorolhat6. Nem kell ugyanis mdst

. . z . . * 7 7. . z . 2z
tenniink, mint rendre megvizsgélni az 6sszes weT sz6t alkalmazva rajuk az eldontési algoritmust, és
egy w sz6t belevesziink a felsoroldsba, ha igen vélaszt kapunk, egyébként elhagyjuk.

75. Tétel. Egy L nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha mind az L mind az L rekurzivan felsorolhat.

Bizonyitds. Ha L rekurziv, akkor a weL probléma algoritmikusan eldonthetd, akkorugyanez 4ll az L
nyelvre is, hiszen weL akkor és csak akkor teljesiil, ha w¢ L. Eszerint ugyanazt az eldontési algoritmust
hasznalhatjuk az L- re, azzal a kiilonbséggel, hogy amit L esetén elfogadtunk azt most nem, és forditva.

Maisik irdny: Tegyiik fel, hogy mind az L mind az L rekurzivan felsorolhato. Kombindljuk az L és
az L felsoroldsét biztosité eljarasokat ugy, hogy valtakozva hol az egyikkel, hol a masikkal allitunk
el6 egy-egy sz6t, midltal egy olyan wy, wy, ... felsoroldst kapunk, ahol wy;eL, wzmez minden i=0, 1,
2... értékre. Mivel afelsorolds teljes, ezért a w keresett szénak valahol eld kell fordulnia, igycsak azt
kell eldonteniink, hogy paros vagy pdratlan poziciéban fordul-e el8, igy tulajdonképpen egy dontési
algoritmust adtunk meg az L- re.ll

76. Tétel. Minden 1-tipusu nyelv rekurziv, é&s minden O-tipusud nyelv rekurzivan felsorolhatd.
77. Tétel. Van olyan rekurziv nyelv, amely nem 1-tipusu.

Bizonyitds. Minden 1-tipusd nyelvtant megadhatunk tgy, hogy felsoroljuk a szabdlyait. Feltehetjiik,
hogy a nyelvtanban termindlisok csak A — a alaki szabdlyban fordulnak el§ ( AeN, acT ). A
nemtermindlis dbécét a szabdlyok implicit médon definidljak. Ezek utdn tekintsiik azt az 1-tipusd
nyelvtant, amelynek termindlis dbécéje T={0, 1}. Kédoljuk a nemtermindlis jeleket a 01, 011, 0111,
... jelsorozatokkal, ahol az § kezd6szimbdlumnak mindig a 01 kéd feleljen meg. Kédoljuk tovabba a
0 és az 1 termindlis jeleket 00 és 001 szavakkal, a — és a # (elvalasztd-) jeleket 0011, illetve 00111
szavakkal. Ezek alapjan minden nyelvtant kifejezhetjiik egy {0, 1 }*— beli széval. Rendezziik az 6sszes
{0, 1 }*— beli sz6t valamilyen médon (ezzel a nyelvtanokat is sorbarendeztiik).

Legyen w; a {0, 1}* megadott rendezés értelmében az i- edik eleme a {0, l}*- nak és definidljuk az
L nyelvet tgy, hogy

L={w; | wigL(G))}

ahol G; az i- edik nyelvtant jelenti. Az L nyelv rekurziv, mert a weL véges sok 1épésben eldonthetd.
Ugyanis egy adott w- r8l eldonthetjiik, hogy hdnyadik eleme a rendezett halmaznak. Legyen ez
i, akkor meghatdrozzuk a G;- t, ami ugy torténik, hogy rendre elGallitjuk a {0, 1}*— beli szavakat
(célszerlienugyanabban a rendezési sorrendben, mint amit az el6bb haszndltunk), és mindegyikrdl
egyenként eldontjiik, hogy ez a kédolds megfelel-e egy 1-tipusi nyelvtannak vagy sem. Ez szintén
megtehetd véges 1épésben. Miutdn meghatdroztuk a G;- t, eldonthetjiik, hogy weL(G;) teljesiil-e, ami

szinténvéges szamu 1épésben megtehetd.

Most beldtjuk, hogy L nem I-tipusi. Ha ugyanis az volna, akkor volna egy olyan G; a fenti
felsoroldsban, amelyre L=L(G;). Tekintsiik a {0, 1 }* J- edik elemét, amit w;- vel jeloltiink. Ha w;eL(Gj),
akkor az L definiciGja értelmében w;gL=L(G;) ami ellentmondds. Ha w;¢L(G)), akkor w;eL=L(Gj)
szintén ellentmondas, tehat L nem 1-tipusi.ll

78. Tétel. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztilya megegyezik a O-tipusu nyelvek osztalyaval.
Az angol Recursively Enumerable név alapjan jeloljiik e nyelvosztalyt RE-vel.

Amint lattuk a Turing gépek leirdsa rekurzivan felsorolhatd, vagyis csak megszamldlhat6an végtelen
sok Turing gép, és ennek megfeleléen megszdmldlhatéan végtelen sok rekurzivan felsorolhaté nyelv
1étezik.
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9.3.1.

Ugyancsak megszamldlhatéan végtelen sok szo6t tartalmaz T barmilyen véges, nemiires T
esetén.Ezzel szemben egy megszamldlhatéan végtelen halmaz lehetséges részhalmazainak szdma nem
megszamlalhaté végtelen, hanem tobb anndl.

Tehat egy adott T dbécé feletti nyelvek szdma tobb, mint ahdnyat Turing-géppel el lehet fogadni;vagy
érdekesebben hangz6 megfogalmazéssal: tobb, mint amennyit fel lehet sorolni.

Ezek alapjan az itt targyalt nyelvosztalyokra a kovetkezd hierarchia teljesiil:
CSCRGRECAL,

ahol CS a kornyezetfiiggd nyelvek, R rekurziv nyelvek, RE a rekurzivan felsorolhat6 nyelvek osztélya,
AL pedig az 6sszes nyelv osztélyét jelenti.

Itt emlékezziink vissza arra, hogy a jegyzet elején targyalt Markov-féle algoritmus (ldsd Markov-
féle normdl algoritmus [15]) ugyancsak univerzilis szdmitdsi modell, vagyis minden rekurzivan
felsorolhat6 nyelv elfogadtathatd ilyen algoritmusokkal, és mivel formalis modellr6l van sz6, pontosan
ezek fogadtathatdak el ily médon.

Bonyolultsagi osztalyok

Tehat a rekurziv fiiggvények, illetve rekurziv nyelvek osztdlya megadja a kiszamithatésdg hatarat, az
ezen kiviil esé fliggvények, illetve nyelvek esetén nem garantalt, hogy valaha is befejezddik a szamités
egy adott inputra és megall a Turing-gép.

Viszont a rekurziv osztilyon beliil sem egyformdk a problémak, vannak amelyek egyszerlien
megoldhatéak, és vannak amelyek bonyolultak. Ebben az alfejezetben roviden Aattekintjiik a
legfontosabb bonyolultsdgi fogalmakat.

Ha TM egy determinisztikus Turing-gép, veV¥ input (vagyis veV' és vi=k ), a szamitds iddigényének
a tpy(v) fliggvényt nevezziik, mely a kovetkezd alaku:

try(v)=max{n, Wl)}=max{n, k}, ha TM a v inputon n 1épésutdn megall, egyébként pedig co.

Egy konkrét szamitési folyamat id6igényének meghatarozasa utdn olyan id6igény-fogalmat vezetiink
be, amely egy egész problémdra, és nem csak annak egyes példanyaira vontkozik. Az id6igényt a
bemenet hosszanak fiiggvényében fogjuk megadni.

Azt mondjuk, hogy egy determinisztikus TM Turing-gép id6igénye (legfeljebb) f(n), ha TM futdsi
ideje egyetlen n hosszi bementre sem tobb f(n)- nél. Ha egy f(n) id6igényliTuring-gép elfogad egy L
nyelvet,akkor azt mondjuk, hogy LeTIME(f(n)).

TIME(f(n)) egy bonyolultsdgi osztdly, ami tartalmazza azokat a nyelveket, amelyek f(n) id6ben
eldonthetdek.

Formalisan tehat a TM Turing-gép idobonyolultsdga (maximdlis idobonyolultsdga):
trm(n)={try(w), ahol Iwl < n}.

A tarbonyolultsag a szamitdsok kozben a szalagokon el6forduld leghosszabb sztring hossza (vagyis
a nem sz6koz jelek szama).

Az eddig itt targyalt Turing-gépek determinisztikus miikodéstiek (ahogy napjaink szadmitogépei is
azok).

A Turing-gépeknek a nemdeterminisztikus verzidjat is emlitettiik mar. A nemdeterminisztikus
verzioban a d "fiiggvény" tulajdonképpennem egyértelmiien adja meg az uj éllapot, 4j szalagjel,
fejmozgds harmas(oka)t (vagyis a d a OxVx{Bal, Jobb, Helyben} halmaz részhalmazaiba képez).Itt a
kiszamithatésagot tigy definidltuk, hogy van olyan szadmitdsi sorozat amely az eredményt szolgéltatja.
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Szamitdsi "erejét" tekintve a nemdeterminisztikus verzié sem tud tobbet a determiniztikus
véltozatokndl, vagyis minden ami nemdeterminisztikusan kiszdmithat6 kiszdmithat6
determinisztikusan is. (A masik irdny trividlis.) A nemdeterminisztikus valtozat szamitdsi sebessége,
hatékonysdga viszont lehet jobb a determinisztikuséndl. Ez azt jelenti, hogy pl. "taldlgatdssal"
hamarabb taldlhatunk megoldast. A kovetkezd részben roviden kitekintiink arra, hogy milyen
problémdk milyen koltséggel oldhatok meg determinisztikus, illetve nemdeterminisztikus Turing-gép
segitségével.

A tovabbiakban néhdny fontos bonyolultsdgi osztdlyt emlitiink meg. A bonyolultsdgi osztilyok
meghatdrozdsdhoz sziikségiink lesz a szdmitdsi moédra, amely lehet determinisztikus vagy
nemdeterminisztikus. Ezenkiviil arra, hogy mely er&forrdst (id6, tar: szalag) korlatozzuk.

Mint az el6z6 részben bevezettiik, a determinisztikus médon, f(n) id6korldtozdssal szdmoléTuring
gépekkel kiszdmithaté nyelvek a TIME(f(n)) bonyolultsagi osztilyt alkotjak.Altaldban az f(n)
nemnegativ egészekhez nemnegativ egészeket rendeld fiiggvénytdl megkoveteljiik, hogy monoton
novekvs legyen. Ha fin)=c egy ceN konstansra, akkor a nyelv barmely v szavitmaximum [vl
+c lépésben eldonti a TM Turing-gép. Szokdsos a linedris fiiggvény( fin)=cn ), illetve az n
tetszbleges polindmjanak hasznélata(ahol n a bemeneti sz6 hossza). Azon nyelvek (problémak) uniéjat,
amelyekhez van olyan determinisztikus Turing-gép, ami ezek szavait valamilyen polinomfiiggvénnyel
megadhat6 id&ben eldonti (kiszdmitja), P bonyolultigi osztdlynak nevezziik.

Legyen most TM egy nemdeterminisztikus Turing-gép. Azt mondjuk, hogy TM f(n) id6ben eldonti/
felismeri az L nyelvet, ha barmely veL széval inditvaa kezd6konfigurdciobdl van olyan szdmitas,
amely elfogadja v- t legfeljebb f(n) 1épés utan ( n=Ivl ).

Azon nyelvek unidjit, amelyekhez van olyan nemdeterminisztikus Turing-gép, ami a ezek szavait
valamilyen polinomfiiggvénnyel megadhat6 idében eldonti (kiszamitja), NP bonyolultagi osztalynak
nevezziik.

A szamitégéptudomany egyik legfontosabb nem tisztidzott problémdja a P és NP bonyolultsagi
osztilyok viszonyanak eldontése, vagyis mivel P C NP, ezért a kérdés P=7NP alakba irhat6. Altaldban
elfogadott az a feltételezés, hogy a két osztily nem egyezik meg, egyelére azonban nem ismert olyan
feladat (nyelv) ami NP-ben van és bizonyitottan nincs P-ben.

Minden NP-beli nyelvre (problémara) igaz, hogy minden szavara 1étezik egy "tomor bizonyiték" (ami
polinomidlis id6ben ellenérizhetd) arra, hogy az adott sz6 benne van a nyelvben.

Az NP osztély rengeteg természetes és a gyakorlatban is fontos szamitdsi problémat tartalmaz. Példaul
sok tervezési probléma (utak, kiértékelések, egyenletek megolddsai, VLSI tervrajzok) ilyen. Amikor
optimalis (egy adott feltételt kielégit6) megoldast keresiink, akkor a keresett objektum maga lesz a
bizonyiték. Ezek a bizonyitékok gyakran fizikai objektumok vagy azok matematikai absztrakcidi,
amelyek nem tuil nagyok a probléma méretéhez képest és a feltételek is gyakran polinomidlis id6ben
ellendrizhetéek. Azokat a problémékat nevezziik NP-teljesnek, amelyek legkevésbé feltételezhetoek,
hogy egyben P-beliek is. Egy L problémat NP-teljesnek neveziink, ha abbdl, hogy Le P az kovetkezik,
hogy P = NP. Ez azt jelenti, hogy ha valaki determinisztikusan polinomiélis id6ben tud megoldani
egy NP-teljes problémat, akkor minden NP-beli problémat meg lehet oldani polinomidlis idében
determinisztikusan is.

9.3.1.1. Egy NP-teljes probléma: a SAT

A SAT (angol: satisfiability, kielégithet6ség sz6bol) probléma alapvetd szerepet jatszik a
bonyolultsdgelméletben, ugyanis ez az egyik legismertebb NP-teljes probléma. A feladat maga roviden
a kovetkezd: adott egy propoziciondlis logikai formula, dontsiik el, hogy kielégithet6-e (vagyis lehet-e
a propoziciondlis valtozéknak igy igaz-hamis értéket adni, hogy a formula igaz legyen). A feladatnak
tobbféle specidlis megfogalmazasa is 1étezik, €s hasznalt mind az elméletben, mind a gyakorlatban. Az
elso specidlis alak, amikor a formula konjunktiv normélforméban adott. A feladat igy is NP-teljes. A
kovetkez8, még specidlisabb alak, amikor a konjunktiv normélforma mellett az is adott, hogy az egyes
tagok hany literdlt tartalmaz(hat)nak. A feladat ilyen megszoritdssal tortén6 megfogalmazdsat nevezik
n- SAT problémdnak. Az n- SAT n =3 esetén NP-teljes, mig a 2-SAT probléma P-beli. A tomor
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bizonyiték ez esetben egy kielégits kiértékelés, amely megadja mely Boole-valtozé értéke legyen igaz
és melyek legyenek hamisak. %
Tovabbi fontos bonyolultsagi osztilyok a

PSPACE: determinisztikus Turing-géppel polinomidlis szalagigénnyel kiszdmolhaté problémak
osztalya;

NPSPACE: nemdeterminisztikus mddon polinomidlis szalagigénnyel kiszdmolhaté problémak
osztalya;

EXP: determinisztikusan exponencidlis id6ben kiszamolhaté problémdk osztdlya.

Ismert, hogy a PSPACE és az NPSPACE problémaosztily egybeesik. Itt jegyezziik meg, hogy a
kornyezetfiiggd nyelvosztalyra a szoprobléma PSPACE-teljes, viszont nemdeterminisztikusan linearis
tarhelyen is megoldhat6. Mint jeleztiik a kornyezetfiiggd nyelveknél a Széprobléma fejezetben, az
viszont nem ismert, hogy determinisztikusan is megoldhat6-e linedris tarhelyen.

Az aldbbi dbran a fent emlitett bonyolultsagi osztilyok egymashoz képesti viszonya lathato.

EXP

PSPACE

NP

P

9.4. Normalformak a mondatszerkezetu
nyelvtanokhoz

A monoton nyelvtanok definicigjabdl kitlinik, hogy valdjaban csak a torlések (roviditések) lehetosége
az amivel a mondatszerkezet(i nyelvtanok tobbet tudhatnak.

Ez valéban igy is van, vagyis ha megengediink akdr egyetlen uBv — uv, ( BEN, u, ve(NUT)" ) alaki
szabalyt, vagy egy (N, T, S, H) nyelvtanban az § — A€H haszndlata esetén megenged;jiik, hogy §
szerepeljen szabdlyok jobb oldalén is, akkor a generdl6 er6 megnd, nem kornyezetfiiggd nyelvek is
generdlhatéak. Ide kapcsolhat6 a kovetkezd eredmény, melyet bizonyitds nélkiil kozliink:

79. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhaté nyelv generalhat6 olyan szabalyokkal, amelyek mindegyike
kornyezetfiigg6 ( uBv — urv, BEN, u, v, re(NUT)*, r£A ), kivéve egyetlen A — A alaku szabalyt.

A Penttonen normalformat is kiterjeszthetjiik ez alapjan mondatszerkezetd nyelvtanokhoz:

24. Definicié. Egy mondatszerkezeti nyelvtant Penttonen normdlformdjinak hivunk, ha minden
szabdlya az alabbi formajiak egyike: A —» a,A — BC,AB —» AC,A — 1 (A, B, CeN, a€T). %
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9.4.1.

9.4.2.

80. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhaté nyelv generdlhat6 Penttonen normalformaja
mondatszerkezetli nyelvtannal.

Szorosan ide kapcsolddik a kovetkezd tétel is, amely azt mutatja, hogy a kornyezetfiiggd és a
mondatszerkezetli nyelvek osztdlya kozott nem is olyan nagy a kiillonbség.

81. Tétel. Legyen LcT' egy rekurzivan felsorolhat6 nyelv, ekkor van olyan L' kornyezetfiiggd nyelv,
hogy T kiegészithetS egy uj betlivel: V=TU{c} ( c¢¢T ), hogy L 'cc’L és minden wel széra van olyan
n >0, hogy c"weL".

Vagyis, ha egy LBA linedrisan korldtozott automatdnak adjuk oda egy tetszbleges rekurzivan
felsorolhaté nyelv szavait, akkor minden egyes széra a tdrhelyet eléggé megndvelve, LBA el tudja
fogadni pontosan a nyelv szavait (illetve azok meghosszabbitott, de informéciét nem tartalmazé
véltozatait). Természetesen a megnovelt tdrhely igényli automata mir nem feltétleniil linedrisan
korlédtozott. A kovetkezd tétel ezzel Osszefiiggésben hatékonyan hasznélhaté annak eldontésére, hogy
egyes nyelvek kornyezetfiiggbek.

82. Tétel. (Tarhely tétel) Ha egy adott G mondatszerkezet(i nyelvtanra teljesiil, hogy 1étezik olyan k
konstans, hogy benne barmely tetszéleges weL(G) nemiires szot levezetve van olyan levezetés amiben
a mondatforma hossza soha nem hosszabb a k-Iwl értéknél, akkor L(G) kornyezetfiigg6.

Ebben a fejezetben tobb fontos tovabbi normalformat mutatunk be (bizonyitds nélkiil), amelyek a
mondatszerkezett és egyéb nyelvosztilyok kapcsolatdra is ravilagitanak.

Révész-féle normalalak

A kovetkezd normadlalak a Kuroda-féle normalalak Révész-féle észrevétellel kiegészitett alakjanak
dltalanositdsa a mondatszerkezet{i nyelvtanokra.

83. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhaté nyelv generalhaté olyan nyelvtannal, amelyben a szabalyok
alakja a kovetkez6 hétféle alakuak lehetnek:

S—A,

A > a,

A —> B,

A — BC,

AB — AC,

AB — CB,

AB — B,

ahol a€T, A, B, CeN,

és az S mondatszimb6lum nem fordul el egyik szabdly jobboldaldn sem.

Geffert-féle normalformak

V. Geffert bizonyitotta, hogy a torlé (rovidits) szabalyok és a kornyezetfiiggd (monoton)
nyelvtanoknak az tulajdonsiga, hogy egy szabdly bal oldaldn egynél tobb betd is allhat, akar egy
kozos szabalyalakkal is figyelembe vehetd. Az itt bemutatandé normalformak ko6zos tulajdonsaga,
hogy benniik a kornyezetfiiggetlen szabdlyok mellett csak olyan szabdlyok jelennek meg, melyek
jobboldala az iiresszé.

84. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhat6 nyelv generdlhaté olyan (N, 7, S, H) nyelvtannal, amelyben
5 nemtermindlis van (N={S,A,B,C,D}), minden szabdly S — v alakud (vagyis kornyezetfiiggetlen és a
startszimbdlum van a bal oldalon); és még két szabdly: AB — A, CD — A.
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85. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhat6 nyelv generdlhaté olyan (N, T, S, H) nyelvtannal, amelyben
4 nemtermindlis van (N={S,A,B,C}), minden szabdly S — v alaku (vagyis kornyezetfiiggetlen alaki
és a startszimbdlum van a bal oldalon); és még két szabaly: AB — A, CC — A.

86. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhaté nyelv generélhaté olyan (N, T, S, H) nyelvtannal, amelyben
3 nemtermindlis van (N={S,A,B}), minden szabdly S — v alaki (vagyis kornyezetfiiggetlen és a
startszimbdlum van a bal oldalon); és még két szabdly: AA — A, BBB — A.

87. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhaté nyelv generdlhat6 olyan (N, T, S, H) nyelvtannal, amelyben
3 nemtermindlis van (N={S,A,B}), minden szabdly S — v alakd (vagyis kornyezetfiiggetlen és a
startszimbolum van a bal oldalon) egy kivételével: ABBBA — A.

88. Tétel. Minden rekurzivan felsorolhat6 nyelv generdlhaté olyan (N, T, S, H) nyelvtannal, amelyben
4 nemtermindlis van (N={S,A,B,C}), minden szabdly S — v alakd (vagyis kornyezetfiiggetlen és a
startszimbdélum van a bal oldalon) egy kivételével: ABC — A.

9.5. Zartsagi tulajdonsagok

Ebben a fejezetben a rekurzivan felsorolhat6 nyelvek zartsdgi tulajdonsdgait vizsgéljuk meg.
89. Tétel. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek osztalya zart a reguldris miveletekre nézve.

Bizonyitds. A bizonyités sordn tételezziik fel, hogy Li=L(G,), L,=L(G,), ahol G|=(Ny, T, Sy, H) és
Gy=(N,, T, S», Hy), N\NN,=Q ; valamint termindlis csak A — a alaki szabalyban fordul el6 (AeN|UN,,
a€T). A bizonyitast az egyes miiveletekre kiilon-kiilon végezziik el.

* Unio. S legyen egy olyan nemtermindlis, amelyeddig nem szerepelt sem N;- ben, sem N;- ben. A
Gu=(N{UNLU{S}, T, S, HHUHU{S — S1, S — $2})

generativ nyelvtan ekkor az L;UL; nyelvet generdlja.A levezetés sordn els6 1épésként alkalmazhat6
S — Sy, illetve S — S5 szabdly valasztdsdval eldontjiik, hogy melyik nyelvbdl szeretnénk generdlni;
ezutan pedig, mivel N és N, diszjunkt halmazok, csak a megfeleld Hj, illetve H,- beli szabdlyok
alkalmazhatdak a levezetés sordn.

» Konkatendcio. Legyen ismét S¢N|UN,. Ekkor a
G=(N1UN,U{S}, T, S, HHUH,U{S — §515,})

nyelvtan az LL; nyelvet generdlja, hiszenaz els6lépésben generdlt S;S, mondatforméban S;- b6l
egy Li- beli sz6, S>- bdl pedig egy L,- beli sz6 generdlhatd egymadstdl fiiggetleniil, hiszen NyNN>=,
termindlisok pedig nem fordulnak el6 szabdlyok bal oldalén.

* Kleene-csillag (konkatendcio lezdrdsa). A kovetkezbkben egy tetszbleges rekurzivan felsorolhaté
L nyelvhez elkészitjiik azt a G« nyelvtant, amely az L nyelvet generélja. Legyenek adottak G=(V,
T, Si, Hy) és Gy=(N,, T, S», Hy) Révész normélforméji nyelvtanok, amelyekre NjNN,=0 és
L(G)=L(Gy)=L\{A}. (Ha A¢L, akkor G, illetve G, L-et generdlja, és nem szerepel benne S| — 4
(illetve S, — A4 ) szabdly; ha pedig A€L, akkor ez csak az S| — 4 (illetve S, — 4 ) szabalyokkal
lehetséges, ekkor egyszertien elhagyjuk ezeket a szabalyokat, igy generdlva az L iiresszémentes
részét.) Legyen S¢N|UN, 1j (modat)szimbdlum. Tekintsiik most a G+=(N{UN,U{S, S'}, T, S, H)
nyelvtant, ahol H=H|UH,U{S — 1,5 — §1, § — 515, § — §15,5}. Az igy megkonstrudlt nyelvtan
éppen az L~ nyelvet generlja, amit teljes indukciéval bizonyithatunk.

1
A fejezet hatralevé részében tovabbi halmazmiiveleteket vizsgalunk.
90. Tétel. A rekurzivan felsorolhat6 nyelvek osztéilya zart a metszetképzésre.

Bizonyitds. Vegyiik azokat a Turing-gépeket, amelyek elfogadjdk az L; és L, nyelveket olymddon,
hogy a szalagnak csak az input 4ltal elfoglalt, illetve ettSl jobbra esé részét hasznéljdk. Készitsiik
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most el azt a Turing gépet, amely el6szor egy masolatot készit az inputrdl (vagyis a w inputbdl a
w#w (j inputot késziti el), majd a jobboldali masolaton végrehajtja (szimuldlja) az L;- et elfogad6 gép
szamitdsat, elfogadas esetén letorli (vagyis szokozokkel feliilirja) a szalagon hagyott részszamitidsokat
csak a baloldali w- t meghagyva, amelyre az L,- t elfogadé gép miikodését hajtja végre. Vilagos, hogy
pont akkor fogja az igy megkonstrudlt Turing-gép elfogadni az inputot, ha mindkét nyelvhez tartoz6
Turing-gép kiilon-kiilon is elfogadna. i

Hasonléan, megfeleld Turing-gépek segitségével, bizonyithatéak a rekurziv nyelvekre a zartsagi
tulajdonsdgok:

91. Tétel. A rekurziv nyelvek osztdlya zart a reguldris (unid, konkatendcid, Kleene-csillag) és a
halmaz- (unid, metszet, komplementer) miiveletekre.

Kordbban mar volt sz6 a rekurziv és a rekurzivan felsorolhaté osztilyok kiilonboz&ségérsl (1asd
Széprobléma - rekurziv és rekurzivan felsorolhaté nyelvek).

6. Kovetkezmény. A rekurzivan felsorolhaté nyelvek halmaza nem zart a komplementerképzésre.

9.6. Irodalmi megjegyzések

A Turing-gép koncepcidja [Turing 1936]-ban jelent meg. Ugyanebben az id6ben jelentek meg maés
hasonlé kifejezbereji szamitdsi modellek: A. Church, S.C. Kleene, illetve E. Post munkijaként. A
szamitdselmélettel kapcsolatban ajanljuk magyar nyelven a [Demetrovics et al 1989] tankonyvet,
mig angolul a [Minsky 1967], [Hopcroft, Ullman 1979] és [Sipser 2005] konyveket. A bonyolultsagi
osztalyokkal kapcsolatosan a [Papadimitriu 1995], illetve a [Rényai et al 1998] konyveket ajanljuk.
Az NP-teljes problémdkrdl részletesen sz6l [Garey, Johnson 1979]. A Révész-féle normdlalak
megtaldlhat6 [Révész 1989]-ben, amig a Geffert-féle normalformdk [Geffert 1988]-ban jelentek meg.
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10. fejezet - Nyelvtanrendszerek
(Grammatikarendszerek)

A klasszikus formadlis nyelvek és automatdk elméletben a nyelvek és az automatik klasszikus
szamitési eszkozoket modelleztek. Ezek kdzpontositottak voltak — a szadmitasokat egy kdzponti dgens
(egység) végezte. fgy a klasszikus formalis nyelvek elmélete szerint egy nyelvet egy grammatika
készit, vagy egy automata ismer fel. A modern szdmitastudomdnyban az elosztott szdmitdsok
fontos szerepet jatszanak. Az elosztott rendszerek megfigyelése szdmitégépes hélézatokban,
elosztott adatbazisokban, stb., olyan fogalmakhoz vezetett, mint parhuzamossig, konkurencia
és kommunikaci6. A nyelvtanrendszerek elméletében vizsgélt formadlis rendszerek az elosztott
szamitasok szintaktikai modelljei, melyekben ezek a fogalmak értelmezhetSek és tanulmanyozhatdak.

A nyelvtanrendszer nyelvtanok egy csoportja, amelyben a nyelvtanok meghatdrozott protokoll szerint
kozosen dolgoznak egyetlen nyelv 1étrehozdsan. Tobb indok sz6l ilyen generativ mechanizmus
létrehozdsa mellett, tobbek kozt, az elosztds modellezése, a generdlé erd novelése, a (lefrdsi)
bonyolultsdg csokkentése. A kritikus rész itt az egyiittmiikodési protokoll. A nyelvtanrendszerek
elméletét tekinthetjiik egyfajta formadlis egyiittm{ikodési protokollok elméletének. A kozponti
probléma a meghatdrozott protokollokat haszndlé rendszerek miikodésének leirdsa, és a kiilonbozd
protokollok a megfigyelt rendszerek kiilonboz6 tulajdonsdgaira gyakorolt hatdsdnak elemzése.

A nyelvtanrendszerek kétféle alapvetd osztdlyba sorolhatdak: szekvencidlisak vagy parhuzamos
miikodésiiek, ezek alapjan megkiilonboztetjiik a kooperativ elosztott (angolul: cooperating distributed,
roviden CD) és a parhuzamos kommunikdlé (angolul: parallel communicating, réviden PC)
rendszereket. Ebben a fejezetben roviden ismertetjiik ezen rendszereket.

10.1. Nyelvtanok kooperativ elosztott
rendszerei — CD nyelvtanrendszerek

(Cooperating Distributed Grammar Systems — CD grammar systems)

A nyelvtanok kooperativ elosztott rendszere szekvencidlis miikodésti: egymast kovets 1épéseken
alapul. A rendszert alkoté Gsszes nyelvtan egy adott, kozos mondatforman dolgozik. Minden egyes
id6pillanatban csak egyetlen nyelvtan aktiv, ami atirja az aktudlis mondatformat. Azokat a kérdéseket,
hogy melyik komponens lehet aktiv egy adott pillanatban, és mikor valik inaktivvad egy aktiv
(mfiveleteket végz6) nyelvtan — az aktudlis mondatformat atadva a tobbi, a rendszert alkoté nyelvtan
valamelyikének — az egylittmiikodési protokoll hatdrozza meg.

Példak megillasi feltételekre (inaktivva valdsra). Egy 1€pés egy levezetési szabdly alkalmazasat jelenti.
» Az aktiv komponensnek pontosan k 1épést kell végrehajtania.

* Az aktiv komponensnek legaldbb k 1épést kell végrehajtania.

» Az aktiv komponensnek legfeljebb k 1€pést kell végrehajtania.

» Az aktiv komponensnek annyi 1épést kell végrehajtania, amennyit tud.

* Az aktiv komponens tetszSleges szamu 1épést hajthat végre.

A rendszer altal generalt nyelv az igy generalt terminalis szavak nyelve lesz.

A CD nyelvtanrendszerek felépitése egy iskolai tdbla haszndlatdhoz hasonlithat6, ha azt probléma-
megolddshoz haszndljadk. A kozos mondatforma az iskolai tdbla tartalma (a kozos adatszerkezet,
amely a megoldandé probléma aktudlis dllapotat tartalmazza). A nyelvtanok a tuddsforrasok (dgensek,
feldolgoz6 egységek, eljardsok, kiilonbozé képességii didkok, stb.) amelyek hozzdjarulnak a probléma
megoldasdhoz azzal, hogy megvaltoztatjdk a tdbla tartalmét a képességeiknek megfeleléen. Az
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egylittm{ikodési protokollban van kédolva a tuddsforrasok irdnyitdsa (példdul a sorrend, amelyben a
tudasforrdsok hozzdjarulhatnak a megoldashoz).

25. Definicié. A (kornyezetfiiggetlen) nyelvtanok kooperativ elosztott rendszere egy n rendd (n > 1)
rendszer, felépitése: CD=(N, T, S, Hy, ..., H,) Ahol N és T diszjunkt dbécék, V=NUT, SeN, és Hy, ...,
H, pedig kornyezetfiiggetlen levezetési szabdlyok véges halmazai. Az N elemei a nemtermindlisok, a
T elemei a termindlisok; S a mondatszimb6lum, Hj, ..., H, pedig a rendszer komponensei. %

Az iskolai tdbla példdjandl maradva a komponensek a tdblandl a problémat megold6 dgenseknek
felelnek meg. A szabdlyok megfeleltethetéek az dgensek altal végrehajtott miiveleteknek, ezek
eredménye lehet a tdbla tartalmdnak, vagyis a mondatformanak a megvaltoztatasa.

* Az S axiéma a tdblan taldlhat6 probléma kezdeti dllapotdnak formalis megfelelGje.

* A T abécé tartalmazza azokat a betiiket, amelyek megfelelnek az olyan tudéds-részleteknek, amelyek
elfogadhat6ak megoldasként, illetve a megoldas részeiként.

* A nemtermindlisok "kérdésekként" értelmezhetSek, amelyekre vilaszt keresiink. Egy komponens
altal feltett kérdések, és egy madsik 4ltal atirtak felfoghat6ak az egyik komponens éltal feltett
kérdésnek, amelyre egy mdsik komponens vilaszol. fgy a komponensek kommunikélhatnak
a megoldds pillanatnyi allapotdba illesztett iizenetekkel, mintegy a mondatformaba (a tdbla
tartalmaba) kédolva.

Ha konkrétan olyan grammatikat akarunk definidlni, ami egy CD nyelvtanrendszer része, akkor
felirhatjuk a CD- t ilyen formdban: CD=(N, T, S, Gy, ..., G,), ahol G=(N, T, S, H;), 1 <i<n.

26. Definicio. Legyen CD=(N, T, S, Hy, ..., H,) egy CD nyelvtanrendszer. Ekkor

1. Minden egyes i€{1, ..., n}- re az i- edik komponens * médbeli levezetését = - gal jeloljiik, és a
kovetkezoképpen definidljuk: p=; ¢ akkor és csakis akkor, ha P:"G,-* q.

2. Minden egyes i€{1, ..., n}- re az i- edik komponens terminal¢ levezetését =/~ vel jeloljiik, és
a kovetkezdképpen definidljuk: p='q akkor és csakis akkor, ha p:,-*q és nincs olyan re(NUT)*
amire g=;r (r£q).

3. Minden egyes i€{1, ..., n}- re az i- edik komponens k 1épéses levezetését p:iqu— val jeloljiik, és
a kovetkezSképpen definidljuk: p:>l~=kq akkor és csakis akkor, ha van olyan ry, ..., rps le(NUT)*
amely p=ri, g=ri41, és minden egyes j-re (1 <j< k), r/=rj,1.

4. Minden egyes i€{1, ..., n}- re az i- edik komponens legfeljebb k 1épéses levezetését p=; Skc]- val
jeloljik, és a kovetkezdképpen definidljuk: p=>,-Skq akkor és csakis akkor, ha p=>l~=jq valamely
J <k értékre.

5. Minden egyes i€{1, ..., n}- re az i- edik komponens legaldbb k 1épéses levezetését p:>,-2kq— val
jeloljiik, és a kovetkez&képpen definidljuk: p=>,-2kq akkor és csakis akkor, ha pzqu valamely
J =k értékre.

*

A *- médbeli levezetés, p:>,-*q, olyan miikodési format jelol, amelyben az dgensek addig dolgoznak
a tablandl, ameddig akarnak. A #- médbeli levezetés annak a stratégidnak felel meg, amelyben egy
agensnek addig kell hozz4jdrulnia a megold4si folyamathoz a tdblanal, ameddig csak tud (maximalisan
kihaszndlva a hatdskorét). Akkor beszéliink =k levezetési modrol, ha k egymadst kovetd kozvetlen
levezetési 1épésben haszndljuk fel az i- edik komponens szabdlyait, ez k miiveletet jelent egy dgens
szdmdra a tdbldndl. A = k levezetési méd idSkorlatnak felel meg, mivel egy d4gens maximum k- 1épést
hajthat végre. A = k levezetési mddban legaldbb k 1épést kell végrehajtania az 4gensnek. A levezetési
moédok a fentiek alapjan feltételeznek bizonyos minimélis kompetencidt az dgensek részérdl.
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Legyen D={*, t}U{ 2 k, =k, 2 k | k pozitiv egész}.

27. Definicié. Egy CD=(N, T, S, Hi, ..., H,) nyelvtanrendszer dltal generdlt nyelv valamely feD
levezetési modban: Lf(CD):{weT* I S:ilfplzz»,-zfpz...zilnfpmzw, mz21,1<i;<n, 1<j<m}. %

Az el6z6 definicidval szimos nyelvet tarsitottunk egy CD-rendszerhez, felhaszndlva a kiilonb6z6 D-
beli megallasi feltételeket. A H; egy komponense elkezdhet dolgozni (futdsa engedélyezett lesz) egy p
mondatforman, amikor p tartalmazza egy H;- beli szabdly baloldaldt. Az, hogy melyik engedélyezett
komponens kapja meg az éppen aktudlis mondatformat, egy nemdeterminisztikus valasztds alapjan
ddl el. Elképzelhetiink kiilonboz6 kezddfeltételeket is, példaul, ha egy komponens csak akkor lesz
engedélyezett egy mondatforman valé munkara, ha bizonyos feltételek teljesiilnek, esetleg egy kiilsé
vezérl6 egység (példdul egy graf, vagy verem meghatdrozva a komponensek engedélyezési sorrendjét)
irdnyit.

10.1. példa - CD nyelvtanrendszer

Legyen CD=({S, A, B, C, D}, {a, b, c}, S, {S— S,S = AC}, {A — aBb, C — cD}, {B — aAb,D —
cC},{A = ab,B — ab, C — ¢, D — c}). Konnyen belathatd, hogy ez a nyelvtanrendszer =2, =2 és ¢-

médban az {a"b"c"In>0} nyelvet, mig < k (barmely k = 1 esetén), =1 és * médban a {a"b"c"n, m>0}
nyelvet generdlja; ha pedig k>2 akkor >k moédban az iires nyelv az eredmény. %

10.2. példa - CD nyelvtanrendszer

Legyen CD=({S, A}, {a}, S, {S = AA}, {A — SS}, {A — a, S — a}). Konnyen beldthatd, hogy ez a

nyelvtanrendszer - médban a {aznln = 0} nyelvet generdlja. %

Ahogy az el6z6 példakban lathattuk a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok generald ereje megnd, ha &ket

CD-rendszerben hasznéljuk: sem a {a"b"c"In>0}, sem a {a2 In =0} nyelv nem kornyezetfiiggetlen,
s6t a masodik nyelv nem is konstansndvekményii (nem szemilinedris).

10.3. példa - CD nyelvtanrendszerek - Gyakorlé feladat

Adjunk meg olyan CD-rendszert, amely valamilyen médban a {wwlwe{a, b} nyelvet tudja
generalni. %

10.2. Nyelvtanok parhuzamos kommunikalo
rendszerei — PC nyelvtanrendszerek

(Parallel Communicating Grammar Systems — PC grammar systems)
Ebben az alfejezetben generativ nyelvtanok PC rendszereibe nytjtunk rovid betekintést.

28. Definicié. Egy PC nyelvtanrendszer egy n rend (n = 1) rendszer PC=(N, K, T, (Sy, Hy), ..., (Sp,
H),)), ahol N és T a nemterminalis €s a terminalis abécék, K={Q, ..., O, } kérdészimbdlumok, az i-
edik komponenshez Q;, ( N, T és K paronként diszjunkt halmazok), a H; halmazok levezetési szabdlyok

véges halmazai (NVUTUK) dbécé felett tigy, hogy K-beli elem nem dllhat szabaly bal oldaldn. Valamint
a komponensek mondatszimboélumai S;eN (minden 1 <i < n esetében). %

29. Definicié. Adott egy PC nyelvtanrendszer PC=(N, K, T, (S, Hy), ..., (Su, Hy)). A (p1, -, pn)
és (q1, ---» qn) két elem n-esre, ahol p;, qie(NU]UK)* minden 1 <i<n-re és pleéT*- ra, a kozvetlen
levezethet6ség fenndll, ezt (py, ..., pn)=(q1, - - -, qn) alakba irjuk, ha a kovetkez6 két eset egyike fennall:

1. Minden i értékre (1 <i<n) p,-e(NUT)*, tovabba p;=¢q; a H; egy levezetési szabdlya segitségével,
vagy pi=q; ha pT .
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2. Amennyiben van olyan i, amelyre p; tartalmaz K- beli elemet, akkor minden ilyen i- re jarjunk el
a kovetkez6képpen: legyen pi=r; 10; 17i, 20, 2---7i, kQi, ki, k+1 (valamilyen k > 1 mellett), ahol 7;
je(NUT)* minden j-re (1 <j<k+1). Hap,',je(NUT)* minden j értékre ( 1 <j<k+1 ), akkor legyen
qi=ti, \Di, 17i,2Di, 2- - -Ti, kDi, ki, k+1,> €8 legyen g; =S; minden j érté€kre (1 <j<k+1).

Minden egyéb esetben legyen g;=p;. %

A (pi, ..., pn)elem n-est a PC rendszer konfigurdcidjanak hivjuk. Tehdta (py, ..., p, ) konfigurdciébol
kozvetleniil levezethetd a (g, ..., g, ) a kovetkez6 két esetben:

Az elsd eset, amikor egyik aktudlis mondatforma sem tartalmaz K- beli szimbdlumot, a levezetés
komponensenként zajlik, kivéve azokat a p; mondatformdkat, amik csak termindlisokat tartalmaznak,
ugyanis azok vdltozatlanul maradnak.

A misodik eset, amikor kérd6szimbdlum fordul el6 valamely mondatformédban. Ekkor a kovetkezd
kommunikaciés 1€pés zajlik le: a Q; minden el6forduldsdnak helyére p; keriil (feltéve hogy p;
nem tartalmaz kérdészimbdélumot). Pontosabban egy kérdGszimbdlumot tartalmazé mondatforma
csak akkor médosul, ha benne minden kérdészimb6lum olyan mondatformara utal, amely nem
tartalmaz kérd8szimbdélumot. Egy kommunikécids Iépésben pj- vel helyettesitjiik a Q; szimbSlumot
(a Q) kérdést megvalaszoltuk), és a j- edik komponens elolrdl kezdi a szdmitast az S; axiémdjabol
(vagyis a kezd6szimb6lumébdl). A kommunikacids 1épésben nem zajlik komponensenkénti levezetés,
levezetési szabalyokat nem alkalmazhatunk, ha valamely mondatforma tartalmaz kérdészimbélumot.
Ha egy kérd6szimbdélumot nem tudunk megvalaszolni egy adott 1épésben, el6fordulhat, hogy a
kovetkezd 1épésben meg tudjuk valaszolni.

Fontos, hogy a rendszerben nem lehet olyan szabaly, aminek a baloldalan kérd&szimboélum fordul eld,
igy a kérdések csak kommunikacids I€péssel valaszolhatéak meg, a levezetés csak igy folytatédhat.
Ugyancsak fontos, hogy nincs definidlva a kozvetlen levezetés arra az estre, ha p1€T . A = kizvetlen
levezetés tranzitiv és reflexiv lezartjat =" al jeloljiik és, szokasos mddon, levezetésnek nevezziik.

Egy PC rendszer miikodése sordn a kovetkezd holtponti szitudcidk johetnek 1étre:
1. Nincs kérd6szimb6lum, de valamely pieT* mondatformara nincs alkalmazhat6 levezetési szabdly.

2. Korbe-kérdezés jon 1étre, vagyis p; 1- ben szerepel Q; 2, pi. 2- ben viszont Q; 3, és igy tovdbb, amig
valamely p; x a Q; - et tartalmazza. Ilyenkor sem kommunikdcids 1épés, sem komponensenkénti
levezetés nem alkalmazhato.

30. Definici6. Adott egy PC nyelvtanrendszer PC=(N, K, T, (Sy, Hy), ..., (S, H,)). Ekkor az
dltala generalt nyelv L(PC)={weT | (S1, S, ..., S)= (W, pa, ..., py) valamely p,e(NUTUK)"
mondatformédkra (2<i<n) }. %

Tehat kiindulunk a mondatszimb6lumokbdl és komponensenkénti levezetési, illetve kommunikacids
Iépésekkel haladunk, amig az els6 komponens nem termindl (vagy holtpontra nem jut a rendszer). Az
elsé komponens tehat megkiilonboztetett szereppel bir, mesternek nevezziik.

31. Definicié. Haegy PC=(N, K, T, (S1, Hy), - .., (Sy, H,;)) PC nyelvtanrendszerben csak az els (mester)
komponens vezethet be kérdszimbdlumot, akkor kdzpontositott PC rendszerr6l beszEliink, egyébként
a PC rendszer nem kozpontositott. %

Kozpontositott rendszer esetén az dltalunk fentebb ismertetett mdsodik tipusu holtpont nem allhat eld.

Egy PC rendszert akkor neveziink linedrisnak, kornyezetfiiggetlennek, stb., ha minden komponense
linedris, kornyezetfiiggetlen, stb.

Visszatérve az iskolai tdbldhoz, a PC rendszert a kovetkezd tipust problémamegoldéasnak tekinthetjiik:
adott a csoportvezetd (a tandr), aki a tdblandl dolgozik, és a tobbiek (csapattagok), akik
részszamitasokat végeznek (pl. a sajat fiizetiikben). A CD-rendszerek "egyenld” tagjaival ellentétben,

o

itt hierarchikus a felépités, ami centralizalt rendszer esetén még szembet{in6bb: csak a tandrnak van
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jogakérdezni, ekkor a részszamitdsok eredményeit behelyettesiti a sajat maga dltal készitett (kdzponti)
szamitasba.

10.4. példa - PC nyelvtanrendszer

Legyen PC=({S1, S2}, {Q1, Q2}, {a, b}, (S1, {S1 = S1, S1 = ©202}), (S, {S2 = a2, $2 — bS2, $2
— 1})). Konnyen beldthat6, hogy L(PC)={ww | we{a, b} }.

Lathatjuk, hogy egy PC rendszernek a generald ereje meghaladhatja a komponensek general6 erejét:
az el6z6 példaban kornyezetfiiggetlen szabalyokkal generaltunk nem kornyezetfiiggetlen nyelvet.

10.5. példa - PC nyelvtanrendszer gyakorlé feladat

Készitsiink olyan kornyezetfiiggetlen PC rendszert, amely az {d"b"d"b™ln, m=>1} nem
kornyezetfiiggetlen nyelvet generdlja. %

A CD és PC rendszereket nem csak generativ nyelvtanokra, de egyéb formalis szamitdsi modellekre,
mint pl. automatdkra, is definidlhatjuk (az automataelméletnél ismertetett atlatszébetiis automatak
(lasd Atlatszobetiis felismerd automata) pl., mint nagyon specidlis tjraindulé automatik CD-rendszere
volt eredetileg definidlva, kés6bb késziilt el az atlatszobetls atfogalmazas). Itt jegyezziik meg ismét,
hogy vannak olyan nyelvtan-, illetve automatarendszerek, ahol egy aktiv komponens utdn valamilyen
tovabbi adatszerkezet, pl. verem, sor segit a kovetkezd aktiv komponens kivalasztdsdban (akar
determinisztikus médon).

10.3. Irodalmi megjegyzések

A nyelvtanrendszerek alap monografidja a [Csuhaj-Varjd et al 1994], de mds, a formdlis nyelvek
elméletét osszefoglald szerkesztett miivekben is taldlhaté olyan fejezet, amely e témakor j6 leirdsat
adja, pl. [Rozenberg, Salomaa 1997], [Martin-Vide et al 2004]. A CD rendszerekkel kapcsolatos
els6 eredmények [Csuhaj-Varji, Dassow 1990]-ben taldlhaték. A PC rendszerekkel kapcsolatban
régi, illetve djabb eredményekért 1asd pl. [Vaszil 1997], [Csuhaj-Varju, Vaszil 2001], [Csuhaj-Varju,
Salomaa 2001] cikkeket. Eredetileg Gjraindulé automatdk CD rendszereiként lettek definidlva az
atlatszébetiis automatdk is [Nagy, Otto 2010a, 2010b, 2010c, 201 1a].
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